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摘要：为了提高多体系统动力学广义质量建模效率，运用空间算子代数（+678*79 :6;<78:< 79=;><7，
?@A）理论，在计算机符号演算软件 478B;C78*D7’E"的环境下，对广义质量进行高效率递推设计与实
现 #采用 ?@A空间递推方式，形成了广义质量的高效递推算法 #运用 FG# HIJ 编程软件实现与
478B;C78*D7’E"软件无缝集成，对多体系统动力学广义质量进行建模分析，给出了实施过程 #结合实
例对 KL4A0’"机器人进行了广义质量设计，并与结果进行了对比，通过算例验证了程序建模的正
确性和高效性 #
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多体系统动力学经过 $"多年的发展，形成了多种分析和建模方法，许多商业化多体系统软件采用矢量
力学方法建模，相应的算法达到 !（"$）量级，这对于大型、复杂、多自由度的多体系统十分不利［!!%］#."世纪
-"年代前后，美国 HA?A科学家 M:N<*=O;P等［%!-］将滤波理论与多体系统计算动力学进行比拟，发现了二者的
内在联系，实现了 !（"）阶多体系统动力学的空间算子代数（+678*79 :6;<78:< 79=;><7，?@A）#该方法具有动力学
的最简建模功能［&!!$］#将 ?@A理论应用于多体系统动力学研究，具有极其重要的科学意义和工程价值 #对一
般的多体系统而言，当其退化为质点或单刚体时，广义质量矩阵 ! 才有可能为常数（刚体转动可对转轴投
影）#一般情况下，!将是广义坐标、系统几何、物理参数的复杂函数 #根据拉格朗日力学分析，! 的本质是
多体系统位形的度规，是正、反向动力学的重要参数以及联系旋量力和旋量加速度的桥梁 #因此，! 是多体
系统动力学研究的核心，同时也是形成高效率算法的关键 #本文对基于 ?@A理论的多体系统动力学广义质
量实施情况进行了分析 #

& 广义质量 $"%理论与软件编程实现

& #& 广义质量 $"%定义
?@A是研究多体系统的新型数学工具，其关键创新在于综合了看上去与力学无关的几种方法，如滤波与

预测方法、函数分析与线性算子方法和线性系统控制理论等 #将信号分析和处理中的 Q79C7,滤波与预测理
论的状态方程和多体系统动力学的内在结构相统一，可建立多体系统动力学的空间算子代数体系［&!!"］# ?@A
基本算子有若干个，每个算子采用空间递推方式实现，其运算的数量与系统的自由度 " 同阶，故称为 !（"）
阶算法 #为了便于 ?@A描述，需要对多体系统进行编号，编号方法是从末端向基座号码依次递增，即末端手
部为 !号刚体，基座是 " R !号刚体，末端手部外侧规定为 "点 #首先对典型刚体 $（%），在惯性坐标系中，按
旋量记号定义其 ’维空间速度 &（%）S T:9｛!（%），’（%）｝，!（%）表示典型刚体 $（%）的角速度，’（%）为典型刚
体 $（%）参考点的速度 #相应的 ’维空间加速度是 &（%）对时间的一阶导数 #’维力定义为：(（%）S T:9｛"（%），
)（%）｝#将多体系统的空间速度总体表示为 & S T:9｛&（!），⋯，&（ *）｝，系统空间力为 ( S T:9｛(（!），⋯，
(（*）｝#与广义质量相关的基本空间算子主要有：（7）系统的刚性力移位算子!；（>）系统的刚性速度移位算
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子!!；（!）从状态空间到关节空间的投影算子 !；（"）! 的对偶算子!!；（#）刚体系统的无联系集成质量度
规算子 "；（$）状态空间中的关节无记忆质量算子 #；（%）&’()’*增益算子 $；（+）移位 &’()’*增益算子 %；
（,）空间力拾取算子 & 等 !
! !" 广义质量 #$%算法实现
采用 -./理论，对所有的链式多体系统而言，系统的广义质量都具有解析形式 " 0 !!"!!!! !研究

表明，它还能进一步表示为 " 0（ ’ 1 !!%）(（ ’ 1 !!%）!，其中 ( 为关节空间中的关节无记忆质量算子，’
为单位矩阵 !这是一种解析形式的质量矩阵（对称正定）的 234分解的表达，且可根据空间算子 #，(，$，%
等获得相应的高效递推算法 )根据广义质量相关算子，编制了基于 " 0（ ’ 1 !!%）(（ ’ 1 !!%）!形式的计
算机控制程序，程序框图如图 5所示 !

图 ! 基于 " &（ ’ ’ !!%）(（ ’ ’ !!%）!形式的多体系统广义质量求解流程

()*+ ! ,-./0-01232)41 .546077 48 -9/2):;4<= 7=720- *01053/)>0< -377 ;370< 41 " &（ ’ ’ !!%）(（ ’ ’ !!%）!

在通用计算机符号演算软件 6’7+#)’7,!’89:的环境下，编制了 " 计算机控制程序 ;限于篇幅，这里仅给
出部分算子计算代码：

6’<#=>：0 >(?!<［｛｝，=$,5: 0 =@’*AB?A#［$,［5，:］］；
=> 0 =’C(#［:，｛3?D｝，｛8!3?D｝］；
D?@［, 0 5，,"3?D，, 1 1，
D?@［E 0 5，E"3?D，E 1 1，

=>［［,，E］］0 =$,5:［［,，E］］
］］］（! 构造算子 &!!）

6’<#+,：0
>(?!<［｛｝，++［3?D］0｛｛:｝，｛:｝，｛5｝｝；D?@［, 0 3?D F 5，,#5，, F F，++［,］0 ++［3?D］；D?@［E 0 ,，E G 3?D，
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! " "，##［$］% &［! " ’，!］( ##［$］］］
)*+［$ % ’，$!,*)，$ " "，
-.［,/［［,*) 0 $ " ’，1］］% 2，
#［$］%｛｛##［$］［［’，’］］｝，｛##［$］［［3，’］］｝，｛##［$］［［4，’］］｝，｛2｝，｛2｝，｛2｝｝，#［$］%｛｛2｝，｛2｝，｛2｝，｛##
［ $］［［’，’］］｝，｛##［ $］［［3，’］］｝，｛##［ $］［［4，’］］｝｝］］］（" 构造 ! 轴轴线方向的转置矩阵
!"（!））

由于 "的符号解过于复杂，在此给出数值解（假设各杆件质量均为 ’ 56，长度均为 ’7，且为均质杆）：

" "

282’22 282222 282239 2822:4 2822:4 282222
282222 282322 282222 282222 282222 282222
282239 282222 28’’49 282222 282222 282222
2822:4 282222 282222 28;’1< 28=4=2 282<43
2822:4 282222 282222 28=4=2 38329’ 282<43
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
282222 282222 282222 282<43 282<43 38394:

! 实例分析与应用
基于 >?@理论的多体系统动力学仿真软件，其功能模块主要包括文件定义、编辑、模型定义、仿真计算、

算子输出、外部程序调用及帮助功能模块等 (在 >?@多体系统动力学仿真软件的研制过程中，首先要建立如
模型定义、约束条件等模块 (将需求规范化、形式化，并编写成 >?@需求的 # 0 ! 矩阵 (考虑到使用系统的便
捷与高效，采用前处理、核心程序和后处理 4部分的系统功能模块 (其中前处理模块采用 AB(CDE语言编写，
是可视化界面，用户在此可以很方便地对要仿真分析的多体系统进行拓扑结构和约束信息等参数的描述 (核
心运算模块部分符号、数值等方法由 FGH#I7GH$JG<82软件开发，其特点是力学计算和数据流对用户屏蔽，且
实现了 FGH#I7GH$JG<82软件与 AB(CDE编程语言的无缝集成 (后处理模块可以将分析结果如仿真运行时间、
>?@算子、运动、受力等以表格、曲线和动画的形式表现出来 (另外，外部程序接口可调用 >*K$LM*+5N 三维
O@,软件零件库，该零件库主要用于计算多体系统中各杆件、构件的惯性张量等参量 (图 3为 PQF@1<2机器
人在!4 % N$R # 位置时的广义质量（符号解）及相关 >?@算子输出，仿真运行时间为 439 7N(运行结果分析表
明，程序演算结果与文献［’!3］推导结果一致，说明这种方法是行之有效的 (

图 ! "#$%&’(机器人广义质量（符号解）及相关 )*%算子输出
+,-. ! /010234,506 7388（897:;4 8;4<=,;1）;> 2;:;= "#$%&’( 316 ;<=?<= ;> 2043=,@0 )*% ;?023=;28

:’’第 ’期 方喜峰，等 基于 >?@理论的多体系统动力学广义质量建模



! 结 语

应用 !"#理论描述多体系统可以消除动力学建模的复杂性，且计算量仅为 !（"）阶（一般软件为
!（"$））%本文基于 !"#原理和方法，结合广义质量矩阵 ! 高效率递推计算设计实例，阐述了其设计过程 %
本文还介绍了采用高级语言 &’% ()*与 +,-./0,-12,345软件的无缝数据接口编程技术以及 !671896:;<三维
=#>应用软件等 %该编程技术和 =#>应用软件等可实现图形与非图形信息的集成，且软件结构具有标准的、
可重复使用的模块，能使设计过程所见即所得，很好地实现多体系统动力学仿真分析与自动设计 %
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［??］S)*)H )，9)H()H !% =60LM-,-16N,7 8PN,012< 6T 0M7-1O68P <P<-/0<： .1<-6:P，T6:0,71<0<，,N8 ,LL712,-16N<［ D］% D6M:N,7 6T

=60LM-,-16N,7 ,N8 (6N71N/,: >PN,012<，@553，?（?）：$!?@%
［?@］9)H()H !，(GY! I，H"’)H* !% +M7-1O68P 8PN,012< 1N 260LM-,-16N,7 0/2.,N12< ,N8 /NQ1N//:1NQ ,LL712,-16N<［D］% =60LM-/: +/-.68<

1N #LL71/8 +/2.,N12< ,N8 )NQ1N//:1NQ，@553，?BA：AA5B!AA@@%
［?$］=HG*=[Y)\ D [，#(>)H!"( W !% # Q/N/:,71]/8 :/2M:<1^/ 266:81N,-/ :/8M2-16N 0/-.68 T6: 0M7-1O68P <P<-/0 8PN,012<［D］% GN-/:N,-16N,7

D6M:N,7 T6: +M7-1<2,7/ =60LM-,-16N,7 )NQ1N//:1NQ，@55$，?（@ R $）：?E?!?BB%
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:8;" <(2/#$.?，@，=> ?02@($.?，A> B-$.21&-$，=C> ?0$2@($.$，6B87 D($.$

（? # $%&&’(’ %) *+,%-.,/%0，".01/0( 20/3’45/,6 %) *’4%0.+,/75 .08 *5,4%0.+,/75，
".01/0( @?55?3，$9/0.；

@ # :79%%& %) ;’79.0/7.& .08 <%=’4 >0(/0’’4/0(，?/.0(5+ 20/3’45/,6 %) :7/’07’ .08 @’790%&%(6，
A9’01/.0( @?@55$，$9/0.；
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83,1%&51：*6 10L:6^/ -./ Q/N/:,71]/8 0,<< 068/71NQ /TT121/N2P 6T 0M7-1XO68P <P<-/0 8PN,012<，-./ :/2M:<1^/ 8/<1QN ,N8
:/,71],-16N 6T -./ Q/N/:,71]/8 0,<< L:62/8M:/ _,< OM17- 1N -./ /N^1:6N0/N- 6T <6T-_,:/ +,-,./0,-12,345 OP M</ 6T -./
<L,-1,7 6L/:,-6: ,7Q/O:,（!"#）-./6:P % ’,</8 6N -./ !"# :/2M:<1^/ 068/，-./ :/2M:<1^/ ,7Q6:1-.0 _1-. .1Q. /TT121/N2P T6:
-./ Q/N/:,71]/8 0,<< _,< -.M< Q/N/:,-/8% *./ </,07/<< 1N-/Q:,-16N _1-. <6T-_,:/ +,-./0,-12,345 _,< :/,71]/8 OP M</ 6T
-./ L:6Q:,001NQ <6T-_,:/ &’%()*% *./ 068/71NQ 6T -./ Q/N/:,71]/8 0,<< 6T 0M7-1XO68P <P<-/0 8PN,012< _,< ,N,7P]/8，
,N8 -./ 10L7/0/N-,-16N L:62/8M:/ _,< ,7<6 Q1^/N% # 8/<1QN 2,</ 6T -./ Q/N/:,71]/8 0,<< T6: :6O6- SJ+#A35 _,< <-M81/8
,N8 _,< 260L,:/8 _1-. -./ :/<M7-< % *./ 26::/2-N/<< ,N8 /TT121/N2P 6T 068/71NQ _,< ^/:1T1/8 %

E#4 F-%*,：<L,-1,7 6L/:,-6: ,7Q/O:,；Q/N/:,71]/8 0,<<；0M7-1XO68P <P<-/0 8PN,012<；068/71NQ ,N8 ,N,7P<1<
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