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摘要：针对稳定渗流分析问题的特征，依据局部间断伽辽金有限元法原理，推导出稳定渗流分析问

题的局部间断迦辽金有限元法基本计算格式，并对该计算格式的有效性进行探讨 #通过分析基本计
算格式相应的变分形式，考虑变分形式中双线性算子的稳定性及有界性，利用 >4?2@*5AB43 定理论
证这一基本计算格式解的存在性、唯一性，从而证明局部间断伽辽金有限元法可以用来处理稳定渗

流分析问题 #通过对该格式的解进行先验误差分析，证明其近似解具有 ! C !阶的精度，表明相对
于一般的有限元法来说，局部间断伽辽金有限元法是一种高精度的数值计算方法 #
关键词：渗流；间断有限元；局部间断伽辽金有限元；误差分析
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I6; 5H=45 <*+=H,I*,:H:+ O45;B8*, J*,*I; ;5;3;,I 3;I6H< *+ 4LL5*=4N5; IH +I;4<K +;;L4A; 4,45K+*+ # Q6BH:A6 4 LB*HB* ;BBHB
4,45K+*+，I6; JHB3:54 P4+ LBHR;< IH 64R; ! C !2HB<;B 4==:B4I; 4LLBH?*34I*H,+，*,<*=4I*,A I64I I6; 5H=45 <*+=H,I*,:H:+
O45;B8*, J*,*I; ;5;3;,I 3;I6H< *+ 4 6*A62LB;=*+*H, ,:3;B*=45 3;I6H< =H3L4B;< P*I6 =H33H,5K :+;< J*,*I; ;5;3;,I
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D06 E%1)+：+;;L4A;；<*+=H,I*,:H:+ J*,*I; ;5;3;,I；5H=45 <*+=H,I*,:H:+ O45;B8*, J*,*I; ;5;3;,I 3;I6H<；;BBHB 4,45K+*+

间断有限元法［!!$］是一种在有限元法、有限体积法和有限差分法基础上发展起来的数值计算方法，它的

特点在于允许插值函数在剖分单元边界处不连续，使得其在处理大梯度问题上具有独特的优势，并使其在多

个领域得到广泛的应用［.!0］#国外部分学者对间断有限元法在椭圆问题上的应用进行了分析［/!’］，国内则鲜
见这方面的文献 #局部间断伽辽金有限元法［.，&］（I6; 5H=45 <*+=H,I*,:H:+ O45;B8*, 3;I6H<+，简称 >SO法）是间断
有限元法中最有效的方法之一，它具有良好的稳定性 #笔者主要从理论上分析 >SO法在稳定渗流分析问题
中的应用 #

F 渗 流 方 程
稳定渗流方程及定解条件如下：
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!·（!!"）# ! 在!中
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# $"
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（$）

式中：!———求解区域；"———水头函数；!———渗透系数（考虑各向同性，分片常数情形）；""，"#———第一类

边界和第二类边界，且"!%""#"#；!———边界"#上的外法线方向单位向量；$"，$#———常数 %

! "#$法原理
把水力梯度! % !!" 作为中间变量，则式（$）中的二阶方程化为一阶方程组：

!·! # !
! # !!{ "

（&）

假设!’为!的 $个剖分，(表示其中的任意 $个单元，!(表示 (的单位外法线方向向量 %用!’和 "’

表示单元内插值函数，)"*法允许插值函数在单元边界处不连续，故插值函数在单元边界上的值用数值流通
量［$#+］替代 %数值流通量定义如下：

"!’
,
#
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若 ,为单元 (和单元 (*的公共边界，用 !(表示单元 (在边界 ,上的外法线单位向量，"’，(和!’，(分别

表示 "’和!’在边界上单元 (侧的值，则有

(" ’ #
"’，( ( "’，(.

&
&" ’ # !("’，( ( !(*"’，(.

$!’ # !’，( (!’，(.
& %!’ # !(·!’，( ( !(.·!’，(.

式中："———边界 ,上的常数；"———边界 ,上的常向量 %
在式（&）中第 $个方程两边分别乘以测试函数 +，在第 &个方程两边分别乘以测试向量函数#，然后在每

个单元上积分，得
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(
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式中：!’———单元内梯度算子；!(———单元 (的渗透系数 %
单元方程（式（+）和式（0））通过数值流通量建立联系，构成整体代数方程 %

% 基本计算格式
相对于剖分!’，#表示剖分单元边界的集合，#!表示区域内部的单元边界的集合，#" 表示在"" 上的单

元边界的集合，##表示在"#上的单元边界的集合，要求#%#! 4#" 4## %把式（+）和式（0）相对于剖分!’ 在

求解域!上对所有单元叠加，整理得
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!’·!’ +/, #)
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（!’ &"（"’ & $"）!）·!+/ - ()
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’!（$" & "’）!·#/ - （6）

式（5）和式（6）就称为渗流问题的 )"*法基本计算格式 %

7!&第 &期 何朝葵，等 稳定渗流分析的局部间断伽辽金有限元法



! 变分形式的稳定性和有界性

若引入 !个算子!
!

!（!）·""" # $!
!#

!·""" %，!
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!$（"）·""" # $!
!%

"!·"" %，!
!

&（"）·""" #!
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"##" % ，则

由式（&）可得#’在有限元空间$ ’
上的 &(投影：

#’ # %（’&’(’ ) *’!（’( ’）) *’&（$·’( ’）) *’!$（(’ $ +%）） （)）

式中% 为投影算子 ,把式（)）代入式（*），整理得基本计算格式的变分形式为
-’（(’，.）# /’（ .） （+）

其中

-’（(’，.）#!
!

’
$
(&’ . ) *’

$
( !（#.）) *’

$
( &（$·#.）) *’$ 0(!$（ .( )）

’
$
(&’(’ ) *’

$
( !（’( ’）) *’

$
( &（$·’( ’）) *’

$
( !$（(’( )）"" )

$!
!#

’( ’·#." % )$!
!%

(’ ." %

/’（ .）#!
!

*’!$（+%）（&’ . ) !（ .）) &（$·#.））"" $$!
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显然 -’（(’，.）是对称双线性算子 ,为证明变分的稳定性和有界性，定义如下半范数和范数［+"$#］：

1 (
$，! # $
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式中*1*(
2，-和 1 (

2，-分别为单元 -上的 1232456范数和半范数 ,在证明之前，先看下面的引理［7］,
引理

* *’$ 0(（!（#.）) &（$·#.）) !$（ .））*(
#，!, 3 . (

) （7）
其中 3 是与 ’无关的常数 ,
证明
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再由 &(投影的稳定性可得不等式（7）,
利用引理可以得 -’（(’，.）的稳定性，即对. .(5’有
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同样利用引理亦可得到 -’（ .，.）的有界性，即对 . .，6(5’有
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结合引理有
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因而 /%（’，$）( $ !，! ’ !，!) .0)* $ *)! ’ * ) .1)* ’ *)! $ * )
.% $ * ’ *(.’)* $ *)!)* ’ *)! （!!）

根据 +,-./0123,4定理知变分问题 /%（2%，$）5 3%（ $）存在唯一解 4

! 误 差 估 计
设 2 为渗流问题（式（!））的解，2 6为相对剖分$%下的某一插值函数，则由插值函数局部估计有

2 - 2 6 )，(( .+5%!- )
( 2 5%!，( （+(&$%，) * #，!，’） （!’）

其中的常数 . 仅与插值函数的次数 5 和单元 (的最小角度有关 4为了得到 +$7法数值解误差的 &’估计，先

看 ’个定理［!!］：
定理 " 若 2 为式（!）的解，26为 2 的某个插值函数，则存在正数 . 使得式（!8）成立 4

)* 2 9 26 *)!(.%
(&$%

+5
( 2 5%!，( （!8）

证明 )* 2 9 2 6 *)’
!5 2 9 26

’
!，!) 2 9 26

’
* 5 2 9 26

’
!，!)

) !"! ,’（,2 9,2 6）)’
#，##

)) !"! ,’（2 9 26）)’
#，#$

5

2 - 26
’
!，! %%

(&$%
%
&&(

!")（2 - 26）)’
#，&

由迹不等式知存在常数 .，使得

)* 2 9 26 *)!(.%
(&$%

+5
( 2 5%!，( （!:）

定理# 若 2 为式（!）的解，2%为式（;）的解，则存在正数 . 使得式（!<）成立 4

)* 2 9 2% *)!(.%
(&$%

+5
( 2 5 ) !，( （!<）

证明 设 2 6为 2 的分片插值函数，由式（!!）和式（!’）有

.!)* 2 6 9 2% *)’
!(/%（2 6 9 2%，2 6 9 2%）5 /%（26 9 2 ) 2 9 2%，26 9 2%）5

/%（2 6 9 2，2 6 9 2%）(.’)* 26 9 2 *)!)* 26 9 2% *)!

所以)* 2 6 9 2% *)!(
.’
.!
)* 2 6 9 2 *)!，再由三角不等式)* 2 9 2% *)! 5)* 2 9 26 ) 26 9 2% *)!()* 2 9 26 *)!

))* 2 6 9 2% *)!，结合定理 !得式（!<）4
由定理 !和定理 ’可得到误差的 &’估计 4
定理 $ 若 2 为式（!）的解，2%为式（;）的解，则存在正数 . 使得式（!=）成立 4

)2 - 2%)#，!( .+5%! 2 5%!，! （!=）
证明 由于 +$7法的数值流通量是守恒的，因而变分格式（;）是自相容的，即对 + $&2’（6%）有 /%（ $，

&）*!
!

$7"( ，其中&为方程 -"& * 7，（8，9）&!以及& * #，（8，9）&-!的解［!#］4若取 7 * 2 - 2%，则
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有 !!（ "，!）#（$ % $!，"），! " " &! ’设!"为!的线性插值，则

#$ # $!#$
%，!& !!（$ # $!，!）& !!（$ # $!，!#!(）$

)’#( $ # $! (#!·#(!#!" (#!$)’*(! ( $，!·#( $ # $! (#!
根据椭圆边值问题的正则性，有 ! $，!$ )$# $ # $!#%，!，其中常数 )$ 只与!有关 ’结合式（’)）即得

#$ # $!#%，!$)*+ * ’ $ + * ’，!’

! 结 语

间断有限元法已推广到水动力、气动力学等多个领域 ’笔者通过对稳定渗流分析的局部间断伽辽金有限
元法的理论分析，给出其计算格式，并论证说明该格式具有良好的稳定性 ’论证结果表明，运用局部间断伽辽
金有限元法来处理稳定渗流分析是有效的；在运用本文格式计算时，可以通过选取正交的基函数来简化整体

代数方程组 ’对这一方法的近似解进行的先验误差分析表明其具有 + * ’阶精度，所以相对于一般的有限元
法来说，局部间断伽辽金有限元法是一种具有较高精度的数值计算方法 ’关于局部间断伽辽金有限元法在渗
流问题上的一些具体计算及验证可见文献［’$］，其他一些结论笔者正在整理中 ’
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