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系列移动荷载下周期性弹性支撑
连续梁的共振及消振效应
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摘要： 基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换、系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换及传递矩阵方法，研究了移动荷载列作用下周期性弹性

支撑连续梁的共振及消振效应。 通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，把单个移动载荷所引起的

动力响应表示为响应函数沿代表跨的积分。 利用梁和弹性支撑处的传递矩阵，建立了周期性弹性

支撑连续梁的响应函数和特征方程。 根据叠加原理并利用单个移动载荷的解，得出了等间距移动

载荷列作用下周期性弹性支撑连续梁的动力响应表达式。 根据单个移动载荷引起梁的频域响应，
建立了周期性弹性支撑连续梁在等间距移动载荷列作用下的共振和消振条件。 计算结果表明：当
移动载荷列的速度及间距符合共振条件时，将会发生共振效应；当符合消振条件时，将会发生消振

效应。
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中图分类号：ＴＵ３１１􀆰 ３　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００ １９８０（２０１６）０２ ０１４１ ０８

Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｎｄ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ

ＬＵ Ｊｉａｎｆｅｉ， ＷＵ Ｊｉａｂｉｎ， ＳＨＡ Ｘｕａｎ
（Ｆａｃｕｌｔｙ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｊｉａｎｇｓｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｚｈｅｎｊｉａｎｇ ２１２０１３， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ａｎｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｍａｔｒｉｘ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ
ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ
ｗｅｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ａｎｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ， ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｓｉｎｇｌｅ
ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗａｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｓｐａｎ． Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｆｅｒ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ａｎｄ
ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｓｉｎｇｌｅ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ， ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ
ｕｎｄｅｒ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ
ｕｎｄｅｒ ｓｉｎｇｌｅ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ， ｔｈｅ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｎｄ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｅｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｗｈｅｎ
ｔｈｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｗｉｌｌ ｏｃｃｕｒ； ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｆｕｌｆｉｌｌｅｄ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｏｃｃｕｒ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ； ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｔ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ； Ｆｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ； ｔｒａｎｓｆｅｒ ｍａｔｒｉｘ； ｒｅｓｏｎａｎｃｅ； ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ

列车荷载所引起的振动对桥梁结构的耐久性及乘客的舒适度与安全均有较大影响。 由于移动载荷列常
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被用来模拟列车载荷，因此在移动荷载列作用下，桥梁的共振和消振现象引起了学术界的广泛重视。 Ｙａｎｇ
等［１⁃２］将列车考虑为一系列移动载荷，利用模态叠加法，把移动荷载列引起单跨弹性支承梁和简支梁的变形

进行叠加，得到了系列移动荷载所引起的共振与消振响应发生时相关影响因素间的关系式。 李慧乐等［３⁃４］

采用振型分解法求解简支梁的运动方程，得到了移动荷载作用下简支梁振动响应的解，通过对振动响应解的

表达式进行分析，得到了移动荷载列作用下单跨简支梁发生共振与消振效应的条件。 王英杰等［５］应用模态

叠加法计算简支梁的变形，求解了弹性车体过桥时的车桥动力响应。 研究表明，当弹性车体满足共振条件

时，其动力响应被显著放大；当弹性车体发生消振效应时，其动力响应被显著抑制。
目前，桥梁在移动载荷列作用下的共振和消振现象研究仅限于单跨简支梁桥［１⁃４］，而对高架铁路在移动

载荷列作用下的共振和消振现象则缺少研究。 由于高架铁路可有效解决软土地基的沉降及冻土地基的冻胀

和融陷问题，因此已经建成的青藏铁路、京沪高铁及沪宁城际铁路等均广泛采用高架铁路形式。 为施工和维

修便利，在常规路段通常把高架铁路的各跨设计成相同结构，因此高架铁路在常规路段可近似成周期性结

构。 鉴于此，本文将在常规路段的高架铁路简化为周期性弹性支撑梁（图 １）。
已有学者对周期性弹性支撑连续梁的动力特性进行了深入研究。 Ｍｅａｄ［６⁃８］对周期性梁的自振特性进行

了系统的研究，发现在周期性梁中传播的特征波存在通带和禁带，即波在一定频率范围内能沿周期性梁传

播，而在另一些频率范围内则为凋零波，因而不能传播。 将黏弹性半空间土体上的轨道看成周期性连续梁，
Ｖｏｓｔｒｏｕｋｈｏｖ等［９］、Ｍｅｔｒｉｋｉｎｅ等［１０］通过理论推导和数值计算，比较了列车不同荷载间距对梁产生的动力响

应，其研究表明速度不变时改变列车轴距可以减小周期性连续梁的弹性阻力。
对于周期性弹性支撑连续梁，由于其特征波的波数⁃频率关系由其弥散曲线确定，不存在通常的离散固

有频率，因此研究其共振和消振效应不能采用单跨简支梁桥的固有频率分析方法［１⁃４］。 笔者基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变
换、系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和传递矩阵方法，对移动载荷列作用下周期性弹性支撑连续梁的共振及消振效应进行

研究，并通过算例进行分析计算。

１　 单个移动荷载作用下周期性弹性支撑连续梁的动力响应

１􀆰 １　 动力响应表达式

图 １为周期性弹性支撑连续梁受等间距移动荷载列作用的示意图，荷载的个数、间距、速度分别为

Ｍ、ｄ、ｖ。 设周期性弹性支撑连续梁每跨的跨长为 Ｌ，每跨包含一个支撑弹簧，支撑弹簧可承受竖向力和弯矩。
为了分析梁在上述等间距移动载荷列作用下的共振及消振效应，首先必须分析其在单个移动载荷作用下的

动力响应。

图 １　 系列移动载荷下周期性弹性支撑连续梁示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ

ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ

由于分析周期性弹性支撑连续梁对移动载荷的动

力响应涉及系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，因此引入如下系列

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［１１］：

ｆ
　 ～
（κ） ＝ ∑

ｎ ＝ ＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ（ｎＬ）ｅｉｎκＬ

ｆ（ｎＬ） ＝ Ｌ
２π ∫

＋π ／ Ｌ

－π ／ Ｌ

ｆ
～
（κ）ｅ － ｉｎκＬｄκ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

式中：ｆ（ｎＬ）———定义在周期为 Ｌ 的一维点列上的离散

空间函数；ｎ———任意整数；κ———与系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

相关的波数。
对连续的空间和时间函数，定义如下 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［１１］：

ｆ^（ｋ） ＝ ∫
＋∞

－∞

ｆ（ｘ）ｅｉｋｘｄｘ　 　 ｆ（ｘ） ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞

ｆ^（ｋ）ｅ － ｉｋｘｄｋ　 　 ｆ（ω） ＝ ∫
＋∞

－∞

ｆ（ ｔ）ｅ － ｉωｔｄｔ　 　 ｆ（ ｔ） １
２π ∫

＋∞

－∞

􀭰ｆ（ω）ｅｉωｔｄω （２）

式中：ω———角频率；ｋ———和 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换相关的波数；ｘ———坐标；ｔ———时间。
　 　 设单个载荷从 ｘ 轴的－∞到＋∞以速度 ｖ 匀速运动，且在零时刻荷载位于坐标原点，则荷载的位置与时间

的关系为

２４１
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ξ ＝ ｖτ （３）
式中：ξ———荷载位置坐标；τ———任意时刻。

根据式（３），作用于周期性弹性支撑连续梁上的点载荷可表示为

ｆ（ξ，τ） ＝ δ（ξ － ｖτ）ｇ（τ） （４）
式中：δ———Ｄｉｒａｃ函数；ｇ（τ）———点载荷幅值随时间的变化。

在上述单个移动载荷作用下，可通过 Ｄｕｈａｍｅｌ积分［１２⁃１４］表示周期性弹性支撑连续梁的动力响应：

χ（ｘ，ｔ） ＝ ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

δ（ξ － ｖτ）ｇ（τ）ｈ（ｘ，ξ，ｔ － τ）ｄξｄτ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｇ（τ）ｈ（ｘ，ｖτ，ｔ － τ） ｄτ （５）

式中： χ（ｘ，ｔ）———周期性弹性支撑连续梁截面 ｘ 处的动力响应，包括截面的位移和相应的内力；ｈ（ ｘ，ξ，ｔ－
τ）———周期性梁的脉冲响应函数。

利用弹性支撑连续梁的周期性，根据系列 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可得梁的频域动力响应表达式［１２⁃１４］：

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ＝
ｇ０
ｖ
ｅ － ｉｎＬκｐ ∫

Ｌ ／ ２

－Ｌ ／ ２

􀭵ｈ （κｐ，ｘ（ｅ），ξ（ｅ），ω）ｅ
－ ｉωｖ ξ

（ｅ） ｄξ（ｅ） （６）

其中　 　 κｐ ＝
ω
ｖ
－
２ｍｐ π

Ｌ

式中：􀭵ｈ （κｐ，ｘ（ｅ），ξ（ｅ），ω）———频率 波数域内的响应函数；ｎ———观察点所在的跨数；ｘ（ｅ）———观察点在所在跨

局部坐标系（局部坐标原点在支撑弹簧处）中的坐标，且 ｘ（ｅ）∈［－Ｌ ／ ２，Ｌ ／ ２］；ξ（ｅ）———与式（５）中 ξ 对应的局

部坐标，且 ξ（ｅ） ∈ ［ － Ｌ ／ ２， Ｌ ／ ２ ］； ｇ０———移动常载荷的幅值； ｍｐ———整数且其取值使得波数 κｐ ∈
［－π ／ Ｌ，π ／ Ｌ］。

式（６）表明，周期性弹性支撑连续梁对单个移动载荷的频域动力响应可表示为响应函数与权函数

ｅ－ｉ（ω ／ ｖ）ξ（ｅ）的乘积沿代表性跨的积分。 对其频域内的动力响应进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换，可得其时域内的动力

响应［１２⁃１３］：

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ） ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ｅｉωｔｄω （７）

１􀆰 ２　 单跨梁的传递矩阵及特征方程

如图 １所示，第 ｎ 跨中的弹性支撑梁发生弯曲振动时，其频域内的运动方程为［１５］

Ｅｂ Ｉｂ
ｄ４􀭰ｖ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω）
ｄｘ（ｅ） ４

－ ρｂ Ａｂ ω２ 􀭰ｖ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） ＝ ０ （８）

式中：Ｅｂ———频域内梁的弹性模量； Ｉｂ———梁横截面惯性矩；􀭰ｖｂ———梁截面的竖向位移；ρｂ———梁的密度；
Ａｂ———梁横截面面积。

由于利用标准的固体模型来描述梁体材料的阻尼，因此 Ｅｂ的表达式为［１６］

Ｅｂ ＝ ＥｂＲ
１ ＋ ｉωτｂε
１ ＋ ｉωτｂσ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （９）

其中　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＥｂＲ ＝
Ｅｂ１ Ｅｂ２
Ｅｂ１＋Ｅｂ２

　 　 τｂε ＝
ηｂ
Ｅｂ２
　 　 τｂσ ＝

ηｂ
Ｅｂ１＋Ｅｂ２

式中：Ｅｂ１、Ｅｂ２———梁黏弹性模型的弹性参数；ηｂ———梁的黏性参数。
第 ｎ 跨梁的内力与位移关系为

Ｑ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） ＝ Ｅｂ Ｉｂ
ｄ３􀭰ｖ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω）
ｄｘ（ｅ）３

Ｍ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） ＝ － Ｅｂ Ｉｂ
ｄ２􀭰ｖ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω）
ｄｘ（ｅ） ２

＝ － Ｅｂ Ｉｂ
ｄθｂ（ｘｂ， ω）
ｄｘｂ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

式中：Ｑ（ｎ）ｂ ———梁截面的剪力；Ｍ（ｎ）ｂ ———梁截面的弯矩；θ（ｎ）ｂ ———梁截面的转角。
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利用式（８）和式（１０），可求得梁的传递矩阵 Ｔｂ ［１７］。
对发生弯曲振动的梁，在梁截面 ｘ（ｅ）处的频域状态向量可定义为

ψ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） ＝ ｑ（ｎ）Ｔｂ （ｘ（ｅ），ω），ｆ（ｎ）Ｔｂ （ｘ（ｅ），ω）{ } Ｔ （１１）

其中　 　 ｑ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω）＝ { ｖ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω），θ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） }
Ｔ
　 　 ｆ （ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω）＝ {Ｑ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω），Ｍ（ｎ）ｂ （ｘ（ｅ），ω） }

Ｔ

式中：ψ（ｎ）ｂ ———梁截面的状态向量；ｑ（ｎ）ｂ ———梁截面的广义位移；ｆ （ｎ）ｂ ———梁截面的广义力向量。
设周期性弹性支撑连续梁支承处弹簧的垂直和弯曲刚度分别为 ｋ（ｖ）和 ｋ（ｗ），因此在第 ｎ跨支承弹簧处有

如下的连续性条件：

Ｑ（ｎ）ｂ （０ ＋，ω） － Ｑ（ｎ）ｂ （０ －，ω） ＝ ｋ（ｖ） ｖ（ｎ）ｂ （０ －，ω）

Ｍ（ｎ）ｂ （０ ＋，ω） － Ｍ（ｎ）ｂ （０ －，ω） ＝ ⁃ｋ（ｗ） θ（ｎ）ｂ （０ －，ω）
{ （１２）

式中：０－———弹簧支撑处的左梁截面；０＋———弹簧支撑处的右梁截面。
基于式（１２），并考虑到弹簧支承处梁横向位移和转角的连续性，可得

ψ（ｎ）ｂ ０ ＋，ω( ) ＝ ＴＪψ（ｎ）ｂ ０ －，ω( ) （１３）

其中 ＴＪ ＝ Ｉ４×４＋ＫＳ 　 　 ＫＳ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
ｋ（ｖ） ０ ０ ０
０ －ｋ（ｗ） ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

式中：ＴＪ———弹簧支承处的传递矩阵；Ｉ４×４———四阶单位矩阵。
对于第 ｎ 跨梁左、右端截面的状态向量，根据 ＴＪ、Ｔｂ，可得［１２］

ψ（ｎ）ｂ
Ｌ
２
，ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＴＪ Ｔｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（ｎ）ｂ － Ｌ

２
，ωæ

è
ç

ö

ø
÷ （１４）

式中：ψ（ｎ）ｂ Ｌ ／ ２，ω( ) 、ψ（ｎ）ｂ －Ｌ ／ ２，ω( )———第 ｎ 跨梁右端、左端截面的状态向量； Ｔｂ Ｌ ／ ２( )———左、右半跨梁的

传递矩阵。
根据 Ｂｌｏｃｈ定理［１８⁃１９］， 可得周期性弹性支撑连续梁的特征方程为

Ｔｂ
Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＴＪ Ｔｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅ － ｉκＬＩ４×４

é

ë
êê

ù

û
úú ψ

（０）
ｂ － Ｌ

２
，ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （１５）

式中：κ ———特征波波数，其实部表示特征波的相位变化，虚部则表示特征波的衰减。
求解式（１５）可得周期性弹性支撑连续梁的特征波波数。 当某一频率范围内的虚部较小时，则该频率带

称为通带，相应虚部较大的频率带则称为禁带，通带和禁带统称为能带。
１􀆰 ３　 响应函数的求解

周期性弹性支撑连续梁对移动载荷响应的确定依赖于其响应函数。 根据 Ｌｕ 等［１２］的研究，当影响点的作

用位置位于支撑弹簧左侧、右侧时，响应函数所对应的 ０跨左端截面的状态向量分别由式（１６）、式（１７）确定。

Ｔｂ
Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＴＪ Ｔｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅ － ｉκｐＬＩ４×４

é

ë
êê

ù

û
úú ψ

（０）
ｂ － Ｌ

２
，ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｔｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＴＪ Ｔｂ（ － ξ（ｅ））Ｒｆ （１６）

Ｔｂ
Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＴＪＴｂ

Ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅ － ｉκｐＬＩ４×４

é

ë
êê

ù

û
úú ψ

（０）
ｂ － Ｌ

２
，ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｔｂ

Ｌ
２

－ ξ（ｅ）æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｆ （１７）

式中：Ｒｆ ＝｛０，０，－１，０｝ Ｔ———与单位载荷相应的状态向量跳跃。
求解式（１６）和式（１７），可得 ０跨左端截面的状态向量 ψ（０）ｂ －Ｌ ／ ２，ω( ) ，利用 ＴＪ、Ｔｂ，可确定 ０跨其他截面
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的响应函数。 这样可确定方程（６）中的响应函数，从而根据式（６）和式（７）计算得到单个移动载荷所引起的

周期性弹性支撑连续梁的动力响应。

２　 等间距移动荷载列作用下周期性弹性支撑连续梁的动力响应

基于单个移动载荷作用下响应函数的解，可得到等间距移动荷载列作用下周期性弹性支撑连续梁的动

力响应。 设第 ｉ 个载荷所引起的第 ｎ 跨 ｘ（ｅ）截面的响应为 χ（ ｉ）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ）， （ ｉ＝ １，２，…，Ｍ），则在时域内移动

载荷列所引起的周期性弹性支撑连续梁的动力响应为

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １

χ（ｉ）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ） ＝ χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ） ＋ χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ － ｄ
ｖ
） ＋… ＋

χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ － （Ｍ － １） ｄ
ｖ
） （１８）

式中： χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ｔ）———周期性弹性支撑连续梁对 Ｍ 个移动载荷的动力响应。
对式（１８）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［１１］，可得

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ＝∑
Ｍ

ｉ ＝ １

􀭰χ（ ｉ）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ＝ χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω）（１ ＋ ｅ － ｉω
ｄ
ｖ ＋ … ＋ ｅ － ｉω（Ｍ－１） ｄ

ｖ ） （１９）

　 　 式（１９）表明，当移动载荷列的速度及间距满足 ｄ ／ ｖ＝ ２πｊ ／ ω（ ｊ 为任意整数）时，Ｍ 个载荷所引起的周期性

弹性支撑连续梁的动力响应为

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ＝ Ｍ χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） （２０）
当移动载荷列的速度及间距满足 ｄ ／ ｖ＝ ２πｊ ／ ω＋π ／ ω 时，含偶数及奇数个载荷的移动载荷列所引起的周期性

弹性支撑连续梁的动力响应为

χ（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω） ＝
０，　 　 　 　 　 　 　 　 Ｍｏｄ （Ｍ，２） ＝ ０
􀭰χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω）　 　 Ｍｏｄ （Ｍ，２） ＝ １{ （２１）

式中：Ｍｏｄ（∗）———求余函数。
式（２０）表明，当移动载荷的速度及间距满足 ｄ ／ ｖ＝ ２πｊ ／ ω 时，周期性弹性支撑连续梁会出现共振现象，当

移动载荷的速度及间距满足 ｄ ／ ｖ＝ ２πｊ ／ ω＋π ／ ω 时，周期性弹性支撑连续梁会出现消振现象。 值得指出的是，

对于多数频率，由于 χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω）的幅值不是很大，因此式（２０）所预测的共振现象并不明显；但对单个移

动载荷的共振频率，由于 χ（１）（ｎＬ，ｘ（ｅ），ω）的幅值较大，因此公式（２０）所预测的共振现象较为明显。 Ｌｕ 等［１２］

的研究表明，对慢速移动载荷，共振峰值个数较多，移动载荷能量谱分布较宽，因此共振效应不太明显；但对

高速移动载荷，其共振峰值个数较少，能量谱相对集中，因此容易产生较明显的共振和消振现象。

３　 数值算例及分析

计算中，一跨梁的长度 Ｌ ＝ ２４ ｍ、梁截面宽度 ｗｂ ＝ ３􀆰 ０ ｍ、梁的高度 ｈｂ ＝ １􀆰 ０ ｍ，梁的泊松比为 ０􀆰 ２、 ρｂ ＝ ２􀆰 ７×

１０３ ｋｇ ／ ｍ３、ｋ（ｖ）＝ ６􀆰 ０×１０８ Ｎ／ ｍ、ｋ（ｗ）＝ ６􀆰 ０×１０８ Ｎ·ｍ／ ｒａｄ、Ｅ１ｂ ＝２􀆰 ０×１０１０Ｐａ、Ｅ２ｂ ＝４􀆰 ０×１０１０ Ｐａ、ηｂ ＝３􀆰 ０×１０７ Ｎ·ｓ ／ ｍ２，
设定高速系列荷载的速度为 １００ｍ／ ｓ，移动载荷的个数Ｍ＝１０。 为了计算频域内单个移动载荷产生的动力响应，需
对式（６）中的积分进行计算，算例中将跨梁等分为 １４０段，每段采用梯形积分公式进行计算。 在快速傅里叶变换计

算中，选定第 １００跨为观察跨，选取计算频率范围为 ０～３０Ｈｚ，并且在频域内取 ９０００个样点。
图 ２给出了由式（１５）所确定的周期性弹性支撑连续梁的能带。 由图 ２ 可知，周期性弹性支撑连续梁中

存在 ２种特征波，第 １种特征波的虚部较大，因此该特征波为高衰减波，不能够沿周期性弹性支撑连续梁传

播很远的距离，第 ２种特征波存在着较大的通带频率范围。
为了分析周期性弹性支撑连续梁在移动荷载列作用下所产生的共振与消振效应，必须首先确定单个移

动载荷作用时所对应的共振频率。 图 ３是周期性弹性支撑连续梁在单个移动载荷作用下观察跨左端截面的

剪力响应图。 由图 ３（ ａ）可知，周期性弹性支撑连续梁在计算频率范围内存在 ２ 个较明显的共振峰，即
２􀆰 ３５ Ｈｚ和 ７􀆰 ８５ Ｈｚ。 观察图 ２（ｂ），可以发现共振频率 ２􀆰 ３５ Ｈｚ 及 ７􀆰 ８５ Ｈｚ 均位于第 ２ 种特征波通带的边界

处，与文献［６， ８， １２⁃１３］中所得结论一致。
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图 ２　 周期性弹性支撑连续梁的能带

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｎｅｒｇｙ ｂａｎｄｓ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ

选取 ２􀆰 ３５Ｈｚ作为周期性弹性支撑连续梁发生共振与消振效应时的振动频率。 根据条件 ｄ ／ ｖ＝２πｊ ／ ω，当相邻

载荷间距 ｄ＝ ４２􀆰 ５５ ｍ（ ｊ ＝ １）时，周期性弹性支撑连续梁中将产生共振现象，图 ４ 给出了此情形下的剪力；根据

ｄ ／ ｖ＝２πｊ ／ ω＋π／ ω，当相邻载荷间距 ｄ＝２１􀆰２８ ｍ（ｊ＝０）时，周期性弹性支撑连续梁将产生消振现象，相应剪力如图５所示。
比较图 ４ 和图 ３ 发现，在２􀆰 ３５ Ｈｚ处，图 ４（ａ）的峰值是图 ３（ａ）的 １０ 倍，图 ４（ｂ）中时域响应的幅值是

图 ３（ａ）单个移动载荷时的 ６ 倍左右，说明发生了共振。 观察图 ３ 和图 ５，可以发现图 ５（ａ）中，２􀆰 ３５ Ｈｚ处无

峰值，符合消振条件的预测结果。 图 ３（ｂ）和图 ５（ｂ）中剪力的幅值相当，但图 ５（ｂ）的阴影面积较图 ３（ｂ）
小，峰值减小到 ０的时间比图 ３（ｂ）短，说明响应的衰减速度比单个移动载荷的要快，因此，发生了消振。

图 ３　 单个移动荷载产生的动态响应

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｓｉｎｇｌｅ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ

图 ４　 周期性弹性支撑连续梁的共振动态响应

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｏ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ
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第 ２期 陆建飞，等　 系列移动荷载下周期性弹性支撑连续梁的共振及消振效应

图 ５　 周期性弹性支撑连续梁的消振动态响应

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｏ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ

４　 结　 　 论

ａ． 与单跨简支梁类似，周期性弹性支撑连续梁在移动载荷列作用下也存在共振和消振现象。 由于周期

性弹性支撑连续梁不存在通常的离散固有频率，因此研究其在移动载荷列作用下的共振和消振特性，必须首

先对单个移动载荷作用下周期性弹性支撑连续梁的响应特性进行研究。
ｂ． 对慢速移动载荷，其引起的频域动态响应共振峰值个数较多，移动载荷能量谱分布较宽，因此共振效

应不太明显；对高速移动载荷，其引起的频域动态响应共振峰值个数较少，能量谱相对集中，因此较容易产生

共振和消振现象。
ｃ． 当系列移动荷载的间距和速度满足共振条件时，周期性弹性支撑连续梁会产生共振现象，其共振响

应峰值明显大于单个移动载荷产生动态响应的峰值；当系列移动荷载的间距和速度满足消振条件时，周期性

弹性支撑连续梁会产生消振现象，此时，响应峰值和单个移动载荷所引起的动态响应的峰值接近。
ｄ． 本文的研究对超长铁路桥梁和高架铁路的设计及列车设计及列车速度设定具有一定的指导意义。
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􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂􀤂
·简讯·

２０１６ 中国水生态文明城市建设高峰论坛将在广州市举行

如何更好地解决城市发展过程中河湖的安全、经济、生态、景观等功能平衡，契合国家可持续发展战略和

水生态文明建设成为现代水利工程发展的新机遇。 由珠江水利委员会珠江水利科学研究院、北京大学建筑

与景观设计学院、中国水利学会水生态专业委员会等主办的 ２０１６ 中国水生态文明城市建设高峰论坛将于

２０１６年 ５月 １１—１４日在广东省广州市举行。
会议旨在为国内外相关领域的研究工作人员提供一个学术交流平台。 在总结历届成果经验基础上，倡

导产、学、研结合，加快我国河道治理与生态修复技术、解决河湖黑臭问题以及水生态文明建设的发展步伐，
从而推动城市在景观河湖 ／小流域方面的高效治理与可持续发展。 会议重点邀请政府相关管理部门、专业规

划科研院所介绍在景观河湖及小流域治理、解决河湖黑臭问题、海绵城市建设方面的管理办法和整体规划方

案，聚集规划、设计、设备提供以及投资方面的行业专家、学者、企业代表、媒体人士共同探讨分析城市在景观

河湖 ／小流域治理与修复方面几个重点环节中存在的问题、面临的挑战以及有效的解决方案等，并且就治理

和修复的技术方向和路线进行梳理与广泛交流。
（本刊编辑部供稿）
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