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材料非线性结构的动态子结构法
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摘 要 将 )*+ 模态综合法推广到材料非线性体系中，采用子结构凝聚法求解非线性动力体系的

振动响应，方法简捷，求解体积小，是分析非线性动力问题的一种有效方法 %算例表明，该方法运行

时间比常规有限元法短，结果可靠 %
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目前，非线性结构体系的动力分析问题日渐增多，分析对象也日渐庞大 !对这类问题用有限元法处理时，

要么自由度数目过大、计算费时，要么划分单元粗糙，导致计算精度下降 !在线性动力体系中，动态子结构法

已被广泛应用 !本文将求解线性问题的 )*+（.%/% )0123045 615 7% 8% +96:56）模态综合法加以推广，使其适用

于非线性动力体系 !将一个庞大结构体系，分为多个子结构，按模态基凝聚，然后对接拼装，使方程阶数大幅

度下降，从而在同样计算机容量下，可对结构作更密的网格划分，以获得较为精确的结果 !

图 ! 非线性结构体系
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! 非线性体系的子结构分析

图 ! 为一非线性结构体系，现将其分为 " 个子结构 ! 图中（!）!#，
（!）!$分别表示第!号子结构的内位移矢量和对接面位移矢量，!; !，&，

’，⋯ !
对任一!子结构，振动方程为

（!）"（!）#! %（!）$（!）%! %（!）&（!）! &（!）’（ ’）

! & !，&，’，⋯， }"
（!）

式中：（!）"———!子结构质量矩阵；（!）$———!子结构阻尼矩阵；（!）&———!子结构刚度矩阵；（!）’（ ’）———外

周期力列矢量；（!）!———位移列矢量 !
式（!）中没有写出对接面上的力，是因为在后面的对接过程中它会自动消去 !今后，在不引起混淆的情况

下，有时省去子结构编号“!”!
在土石坝等材料非线性系统中（例如二维三角形单元下［!］）：

$0 & ("0 % )&0 （&）

式中："0———单元质量矩阵；&0———单元刚度矩阵 ! ( ;"#，) ;" *#，
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! " !!"# $ # !!$
$ # %%#& & ’!
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式（’）中，!是随! 变化的变量［’］，其余为常量 (可见，在（"）"，（"）# 中均有随! 变化的量，此即表现出的材料

非线性 (今将 # 分为

# " #( # #(! # #(!) # ⋯ （*）

这种分法总是可行的 (在本问题中，将 ! 用泰勒级数展开，整理即得式（*）(式中 !，!) 等分别表示位移列矢

量、位移的平方列矢量等；#( 表示常量矩阵 (类似地，" 也可表示为

"% " %$% # ’#% " %$% # ’#(
% # ’#(! # ’#(!) # ⋯

" " "( # "(! # "(!) # ⋯ （+）

式中："(———与 ! 有关的常量部分；其余符号意义同前 (
将式（*）（+）分别代入式（$）中，整理得

$%! # "(
&! # #(! " ’（ )）# *（!，&!） （,）

+（!，&!）" &（#(!) # #(!’ # ⋯）&（"(!&! # ⋯）

设 + "#,（!，&!），#为小参数，则式（,）又可表示为

$%! # "(
&! # #(! " ’（ )）##,（!，&!） （-）

式（-）的#零阶渐近线性齐次无阻尼方程为

$%! # #(! " ( （.）

下面以两部件 "，/ 为例来讨论 0-1 模态综合法［’］在本系统中的应用 (
从结构体系中选取一个比较坚实的部分作为主体，把与此相连的子结构视为分枝部件 (对于主体使用自

由界面（带有各个分枝部件对接加载）主模态，对分枝部件按 23"45 法把它们的运动分解为通过对接附随主体

部分的牵连运动，并以其在对接集上确定的约束模态来描述，而它的相对运动则由固定对接主模态表达 (对
于分枝部件，主模态求法如下：

将部件的位形空间 . 分为 / 集（约束）及它的余集 0，依次静态地给予 / 集中每一位移坐标以单位位

移，而强制 / 集内的其余坐标的位移为零，如此产生的在空间 . 中的坐标的静态位移响应，构成部件 / 集

上确定的约束模态 (对于任意选定的 / 集，总计有 1 个独立约束模态 (当 1 6 ,（刚体自由度）时，在 / 集上

有反力集(11 (由于必须满足部件的 , 个总体平衡方程，所以矩阵 (11包含 , 度奇异性 (当 1 7 , 6 ( 时，反

力转化为零，即 (11 7 (，而 1 个约束模态退化为以 / 集为基的 , 个刚体模态，由此可知

#00 #01

#10 #[ ]
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可以确定约束模态 (
由式（8）的第一分块得 "01 7 9 # 9 $

00#01 (因此，约束模态矩阵为

"1 "［":
01 )11］: "［& #10# &$

00 )11］: （$(）

求出约束模态后，即可考虑带对接加载的部件主模态了 (对部件 /，由前述约束模态作为变换矩阵，得
（/）!2 " "23

（/）!3 （$$）

（/）! "
!2

![ ]
3

"
"23
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!3 " "1!3 （$)）

式中

"23 " & # &$
22 #23 （$’）

由此，可得到部件 / 的缩聚质量矩阵、刚度矩阵如下：
（/）$ " ":

1$"1 "（":$22" # $32" # ":$33）# $33

（/）# " #32" # # }
33

（$*）

以（"）!$ 和（"）!# 分别表示带部件 / 对接加载的部件 " 的质量矩阵和刚度矩阵，于是有

（"）!$ "
（"）$22
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如此，得 ! 带 " 对接加载的主模态!! 由下特征值问题确定：

（!）（!! "!#!"）" # $ （%&）

对于分枝部件 " 的内位移，可表示为
（"）#$ #（"）#%$ &（"）#’$ （%’）

式中（"）#%$，
（"）#’$分别表示其牵连位移和相对位移 (由于（"）#%$ ( $$)#)，所以可写出
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其中约束模态变换矩阵

%%
% # *+!,& （%-）

由位移协调条件（!）#) (（"）#)，可形成主体与分枝部件的耦合变换
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把式（%)）（#$）写成紧凑形式
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其中 %%
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方程（#%）用主体 ! 的坐标和分枝部件 " 的固定对接模态坐标完备确定了系统的运动 (
一般地，有多个分枝部件时，应将主体对接集按所隶属的各个分枝部件进行分割，并逐次利用方程（%)）

/（#%），从最遥远的分枝部件起直到所有部件皆耦合好为止 (
分枝部件 " 的相对位移（"）#’$，可借助部件模态代入变换，用其固定对接主模态来表示，即

（"）#’$ #（"）!$!*! （##）

其中（"）!$!由!! (［!0
$! 1 +0］0 确定 (

主体的物理位移由其加载主模态描述：

（!）# #
#$

#{ }
)

#（!）!!*! #
（!）!$!

!
[ ]

)!
*! （#.）

式中（!）!! 由式（%&）抽取 (把这两组部件的模态代入变换，组合起来，有

（!）#$
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其中 !!
! "
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现在可形成将部件 " 和 $ 的无耦合离散坐标变换到耦合系统的坐标的变换矩阵 !!
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由对接基等价变换，就可以确定综合问题 ’经由变换标准手续，对式（(）实施如下变换：

#! " !!)
% *+",（（"）$，（$）$）!!

%

%!
# " !!)

% *+",（（"）%#，
（$）%#）!!

%

&!
# " !!)

% *+",（（"）&#，
（$）&#）!!

%

｛’（ (）)!*（&，+&）｝! " !!)
% *+",（（"）｛’（ (）)!*（&，+&）｝）)（$）｛’（ (）)!*（&，+&）｝!!

%

这样，方程（(）就可以写成

#!,& ) &#
+& ) %# & " ｛’（ (）)!*（&，+&）｝! （&-）

此方程是一个非线性方程，但阶数已比原方程降低了很多 ’

! 综合后非线性方程的求解

综合后，产生的非线性降阶方程（&-）可像通常非线性方程求解一样，采用常规的数值方法求解，如用迭

代法或增量法求解 ’但因为此方程比原系统方程（(）阶数低很多，一般可降为原阶数的 &#.左右，即可达到

一定的精度要求，可见效率大大提高 ’

" 数 值 算 例

某面板堆石坝，高 (##/，静力分析中，分 (! 级模拟施工过程 ’今取坝中 % / 坝段进行三维有限元动力分

析，计算时，分 ’ 个子结构，分别依坝高 &#/，-#/ 处作分界面 ’
坝段的有限元网格剖分为 %!& 个单元，结点数为 (!#& 个 ’其中堆石体单元为 %## 个，面板单元为 &# 个，

接触面单元为 &# 个，趾板单元 ( 个，止水连接单元 ( 个 ’轴施加约束 ’自由度为 (0#! 余个 ’
输入地震信号为 (011 年 (( 月 ’# 日云南澜沧 -23 级地震，测点距震源为 ’21( 4/，烈度为 0 度的加速度

时程曲线 ’计算前 (- 5 响应，分 (- 个时段，积分时间步长 #2#&% 5 ’
模态综合时，主模态坐标选 (# 个（各子结构均为 (# 个），最后，缩聚为 1## 个自由度和 %## 个自由度时，

得到坝高 1%/ 处一切点的位移时程曲线 ’仅考虑 -，. 向时程线 ’如图 &、图 ’ 所示 ’
可以看出，采用子结构方法计算非线性岩土力学问题是可行的 ’结果是可靠的 ’由于模态综合法的引入，

最终的计算量得到控制，从而节省了时间，同时也节省了内存空间，便于对结构进行加密剖分，达到精细处理

的目的 ’
- 方向位移峰值比较见表 (，. 方向位移峰值比较见表 & ’
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图 ! ! 方向位移时程曲线

"#$%! &’( )#*+,-.(/(01 .234( #0 )#3(.1#50 ! 6#1’ 1#/(

图 7 " 方向位移时程曲线

"#$%7 &’( )#*+,-.(/(01 .234( #0 )#3(.1#50 " 6#1’ 1#/(

表 8 ! 方向位移峰值比较

&-9,( 8 :5/+-3#*50 5; +(-,. 4-,2(* 5; )#*+,-.(/(01 #0 )#3(.1#50

!
!
!
!
!
!

!

! " !
自由度数 #

"## $## %&#’
! " !

自由度数 #

!!!

"## $## %&#’

"()) #(#’"$"" #(#’*+’) #(#’,,*, "(+$ #(#’+#*

!!!

) #(#’’$+, #(#’**,#
"()$ #(#’&’)# #(#’+%$" #(#’""*# "($’ #(#’*++

!!!

" #(#’%+%) #(#’#*%+
"(+# #(#"%$’+ #(#’&’), #(#’++"% "($) #(#’",%

!!!

) #(#’*%*) #(#’%)’’
"(+, #(#",)*$ #(#"#,%+ #(#’$’$# "($$ #(#’)*"

!!!

# #(#’’,%$ #(#’,)$$
"(+’ #(#"%$"% #(#’&’)) #(#’++"" "(&# #(#’"$’

!!!

" #(#’*+*) #(#’,,,*
"(+) #(#’&$#* #(#’+"%, #(#’"$)& "(&, #(#’*)’" #(#’%)*+ #(#’#%&+

表 ! " 方向位移峰值比较

&-9,( ! :5/+-3#*50 5; +(-,. 4-,2(* 5; )#*+,-.(/(01 #0 )#3(.1#50

!
!
!
!
!
!

"

! " !
自由度数 #

"## $## %&#’
! " !

自由度数 #

!!!

"## $## %&#’

"($$ - #(#’’)"* - #(#’*#&& - #(#’#,++ )(#’ #(#’

!!!

"%’" #(#’**"+ #(#’#+,%
"(&# #(#’"$+& #(#’",’$ #(#’,,$" )(#) - #(#’"*

!!!

+’ - #(#’**+" - #(#’#&,+
"(&, - #(#’$#&) - #(#’)’,, - #(#’**$* )(#$ - #(#

!!!

’"),* - #(#’’#*" - #(#’%%",
"(&’ - #(#’$’*+ - #(#’)+"% - #(#’*)&# )(%# - #(#

!!!

’")$$ - #(#’’#*$ - #(#’%,%%
"(&) - #(#’+&)" - #(#’),&) - #(#’*,)’ )(%’ - #(#

!!!

’’+’+ - #(#’*%&# - #(#’#*),
"(&$ - #(#’)+$& - #(#’"%)% - #(#’,,#’ )(%) - #(#’*),+ - #(#’,%#& - #(#*&*",

< 小 结

从以上分析结果可以看出，采用本文方法计算非线性动力问题是可行的，缩并后的结果也是可靠的 $ 由

于进行了缩并，计算量得到控制 $此法不仅适用于岩土力学分析计算，而且在航天、航空、海洋平台或码头、支

墩坝等问题上，更具有广阔的应用前景 $仅就面板坝而言，计算结果表明，缩聚到原问题自由度的 *#.左右，
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结果仍然良好 !将动态子结构用于非线性问题是一个大胆的尝试，今后还有待于更深入的研究 !
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