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一类非线性发展方程差分法的稳定性

胡庆云

（河海大学理学院，江苏 南京 !$""&(）

摘要：研究了用差分法求解自治的发展方程时稳定性和收敛性这两个基本概念之间的联系，利用计

算时间的有限性和紧致性，在可解集为开集的条件下，得出方程解的邻近也可解的结论 )当近似方
法同时具备收敛性和稳定性时，方程解必然具备逐点 *+,-./+01条件 )方程解的邻近如果可解并具备
逐点 *+,-./+01条件，则差分法收敛必有稳定界存在，从而差分格式收敛性保证其稳定性，因此可以
放弃线性这一重要条件 )
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本文研究一类非线性发展方程差分法的稳定性，该方程为
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!%( )! 是空间［$!（ ’(）］
) 的某子集上的非线性算子，不显含时间 "，因此，称其是自治的非线性发展

方程［$!!］*
假定用差分法离散方程（$）时，得到步进式计算格式

+（,"，%）# -（"，%）+（（, . $）"，%） （, # $，!，⋯） （%）
其中 +（,"，%）是初值问题式（$），（!）在 " 6 ,"时的差分解（"" ,""&），-（"，%）表示从（, 7 $）"时刻到 ,"
时刻之间的对应关系，是一个在"时段内将网格向量函数映到网格向量函数的离散算子 *由于方程（$）是自
治的，所以 -（"，%）不明显依赖于 " *为叙述简洁起见，在不影响正确性的前提下，下面将省写空间变量 % *
对于一个差分格式，如果要求它同时具有稳定性和收敛性 !个性质，只有在方程物理解变化比较平缓时

才有可能 *本文引入逐点 *+,-./+01条件来概括这一变化比较平缓的特征 )对于线性问题，逐点 *+,-./+01条件
是成立的，只是“线性”要求太高 *“逐点”正反映了非线性的特征，非线性问题很难像线性问题那样具有在大
范围内成立的性质［%!#］*本文的稳定性概念也具有这种局部性质 *

! 定 义

定义 ! 设 !"（%）#［$!（’(）］
)，存在唯一的满足初值问题（!）的 !（ "）#/（$），使得当"$"时，对于 "#

［"，&］，
!（ " 0"）. !（ "）

" . $ %，!
!

!%( )! !（ "%
%%% %
%%%）$ " （3）

一致成立，则称 !（ "）为初值问题（$），（!）的古典解，把古典解用算子延拓后得到的向量函数称为广义解 *若
对&!"#1’［$!（’(）］

)，存在唯一的满足式（!）的解 !（ "），则称初值问题（$），（!）在 1 上可解 *
在数学物理方法中，解的适定性定义为存在唯一性和解对初值的连续依赖性 *称初值问题（$），（!）在 1

上适定，如果（8）初值问题（$），（!）在 1 上可解，（9）对&#: "，($: "，&!"，2"# 1，当) !" 7 2") ;$时，对
应初值问题（$），（!）的解 !（ "），2（ "）关于 " 一致有
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!!（ "）# $（ "）! %!
设初值问题（!），（"）在 &"［’"（()）］

* 上可解，则对#!#$& 存在唯一解 !（ "）$［’"（()）］
*，由此建立了

!（#）$ !#与 !（ "）之间的对应关系
!（ "）+ ,（ "）!#

其中 ,（ "）：&%［’"（()）］
* 称为解算子 -根据解的唯一性，可知 ,（ "）具有如下半群性质：（%）,（#）$ .（恒等算

子）；（&）,（ / ’ "）$ ,（ /）,（ "）（ /，"&#）-由定义 !可知，要求初值问题（!），（"）在 & 上适定，就意味着要求解
算子 ,（ "）关于 " 是一致地等度连续 -反之亦然 -
称解算子 ,（ "）在 & 上满足逐点 ()*+,-)./条件，如果#!#$&，!（ "）$ ,（ "）!#，’"# $"（!#）0 #，记：管形

邻域 0（!#，"#）$ #（1）!# 1 !（ "）! 2"#，#( "( }{ 2 "［ ’"（()）］
*，则在 0（ !#，"#）内，存在正常数 ’ $

’（!#），使# $（ "!）$0（!#，"#）)3（,（ "））（# "!&#），有

!,（ "）!（ "!）# ,（ "）$（ "!）!( ’!!（ "!）# $（ "!）! （3）

定义 ! #&"［’"（()）］
*，称差分格式（4）在 & 上是稳定的，如果初值问题（!），（"）在 & 上可解，#!#$&，

’$# $$（!#）0 #，’"# $"（!#）0 #，!（ "）$ ,（ "）!#（#( "(2），则在管形邻域 0（!#，"#）内，存在稳定界 4# 0 #，

# $（ "）$0（!#，"#）)3（［5（$）］6），当$($#时，关于 #(6(
2
$
一致有

!［5（$）］6!（ "）#［5（$）］6$（ "）!( 4#!!（ "）# $（ "）! （5）

称差分格式（4）在 & 上是收敛的，设初值问题（!），（"）在 & 上可解，#!#$ &，!（ "）$ ,（ "）!#，记 7（ "! ’ 6$）
是以 !（ "!）为初值条件的差分解（ "!&#），如果对#!0 #，’"0 #，使趋于 #的时间步长序列 $}{ 8 及正整数

序列 6 }{ 8 满足 # 2$8 2"， " 1 "! 1 68$8 2"时，有

!7（ "! 9 68$8）# !（ "）! %! （6）

! 定理和证明
定理 " #&"［’"（()）］

*，设存在稠密子集 :"&，在 : 上古典可解，若在 : 上适定，则可解函数集可延
拓到 & 上，且在 & 上适定 -
证 因为在 : 上古典可解，可在 : 上定义解算子 ,（ "），由于适定，解算子 ,（ "）关于 " 是一致地等度连

续，又 : 稠于 &，据文献［!］引理 3，可将 ,（ "）唯一地延拓到 & 上，仍记为 ,（ "），且也是关于 " 一致地等度连
续，故广义解在 & 上适定 -证毕 -
若 !（ "）对于初值问题（!），（"）可解，即 !（ "）$3（,（ "）），当$充分小时，总假定 !（ "）$3（［5（$）］6），

#6(
2
$

-若此假定不成立，据稳定性和收敛性的定义可知，在 !（ "）上既不能定义稳定性也不能定义收敛性 -

定理 ! 设初值问题（!），（"）在 & 上可解，又若差分格式（4）在 & 上稳定和收敛，则 & 上解算子 ,（ "）满
足逐点 ()*+,-)./条件 -
证 #!#$ &，!（ "）是对应初值问题（!），（"）的解，根据稳定性，存在 0（ !#，"#）以及稳定界 4# 0 #，

# $（ "!）$0（!#，"#）)3（,（ "）），和 !（ "!）（# "!&#）有

!［5（$）］6!（ "!）#［5（$）］6$（ "!）!( 4#!!（ "!）# $（ "!）!

又设 !（ "）$ ,（ "）!（ "!）和 $（ "）$ ,（ "）$（ "!），选择$%#并令 6 $ " 1 "![ ]
$
，则有 6%7和 "! ’ 6$% " -根

据收敛性，有［5（$）］6!（ "!）%!（ "）和［5（$）］6$（ "!）% $（ "）-所以，令上式 6%7，有

!,（ "）!（ "!）# ,（ "）$（ "!）!( 4#!!（ "!）# $（ "!）!
即满足逐点 ()*+,-)./条件 -证毕 -
引理 " #:"［’"（()）］

*，若初值问题（!），（"）在 : 上古典可解，#!#$:，记 !（ "）$ ,（ "）!#，则关于 "
一致有

8)9
$%#
（!（ " 9$）# !（ "））+ #

证 #!#$:，!（ "）$ ,（ "）!#，!（ "）是古典解，则
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!!（ " #!）$ !（ "）!" !
!（ " #!）$ !（ "）

! $ % &，#
"

#&( )" !（ "$
$$$ $
$$$） # ! % &，#

"

#&( )" !（ "$
$$$ $
$$$）

据古典解的定义式（!）

!!（ " #!）$ !（ "）!% "（!% "）
由［"，’］的紧致性，这个收敛是一致地 (证毕 (
引理 ! &)’［%#（*+）］

,，若初值问题（$）在 ) 上适定，&!"()，记 !（ "）% -（ "）!"，则关于 " 一致有
&’(
!%"
（!（ " #!）$ !（ "））. "

证 &!"()，!（ "）% -（ "）!" (若 !（ "）是古典解，据引理 $，关于 " 一致有

!!（ " #!）$ !（ "）!% "（!% "）
若 !（ "）是广义解，则存在古典解序列 !/（ "）% -（ "）!/（"），!/（"）%!"，由于 -（ "）关于 " 是一致地等度连续，

&#) "，当 / 充分大时，有!-（ "）!/（"）* -（ "）!"! +#,（关于 " 一致），又 !/（ "）是古典解，)!" ) "，当!+

!"时，有

!-（ " #!）!/（"）$ -（ "）!/（"）!"#,
所以 !!（ " #!）$ !（ "）!"!-（ " #!）!" $ -（ " #!）!/（"）! # !-（ " #!）!/（"）$ -（ "）!/（"）! #

!-（ "）!/（"）$ -（ "）!"! 0#（关于 " 一致）

证毕 (
引理 " 设&)’［%#（*+）］

, 是开集，若初值问题（$），（#）在 ) 上可解且适定，-（ "）)’ )，&!"( )，则：
存在管形邻域 1（!"，$"），使 1（!"，$"）’) (
证 &!"()，& ""(［"，’］，!（ ""）% -（ ""）!"(-（ "）)’ )，因为 ) 是开集，故存在含 !（ ""）的邻域被 )

包含，由于各种形状邻域起的作用都是等价的，设此邻域是管状邻域 2（!（ ""），$""），即设

)$"" 3 "2（!（ ""），$""）. %（&）!% $ !（ "）! 0$"" " $ "" 0$" }{ " ’ )
则 !（ "），"" "" }{ ’ ’ *

"(［"，’］
2（!（ "），$"）’) (

证明能从 *
"(［"，’］

2（!（ "），$"）中挑选出有限个覆盖 !（ "），"" "" }{ ’ (反证，设不能从 *
"(［"，’］

2（ !（ "），$"）中

挑选出有限个覆盖 !（ "），"" "" }{ ’ ，将［"，’］分为 #个："，’[ ]# ，
’
#，[ ]’ ，在这 #个部分区间中，至少有 $个

部分区间，此区间上定义的解 !（ "）不能从 *
"(［"，’］

2（ !（ "），$"）中挑选出有限个来覆盖，记此区间为&$ (同理，

将&$再平分为 #个，其中 $个是&#，在&#上定义的解 !（ "）仍不能从 *
"(［"，’］

2（!（ "），$"）中挑选出有限个来

覆盖 (依此下去，得到区间套 & }{ / ：（-）&/ 上定义的解 !（ "）不能从 *
"(［"，’］

2（!（ "），$"）中挑选出有限个来覆盖；

（.）&/ 收敛于一点，设为’，且’(［"，’］(因为 !（’）(2（ !（’），$’），对$’ ) "，根据引理 #，)!" ) "，不妨设

!""$’，当!+!"时有，!!（’/!）* !（’）! +$’，选择 / 充分大，使!&/! +!"，则& "(&/，有 " *’ +$’
和!!（ "）* !（’）! +$’，即&/ 上定义的解 !（ "）被一个 2（!（’），$’）覆盖 (此与（-）矛盾 (
以上说明，存在有限个 " }{ 4 ，4 % $，#，⋯，/， !（ "），"" "" }{ ’ ’ *

$" 4"/
2（ !（ "4），$"4

）’ ) 取$" %

(’0
$" 4"/

$" }{ 4 记：管形邻域 1（!"，$"）% %（&）!% * !（ "）! +$"，"" "" }{ ’ ，则

!（ "），"" " " }{ ’ ’ 1（!"，$"）’ *
$" 4"/

2（!（ "4），$"4
）’ )

证毕 (
由于差分格式（,）多数是在计算机上实现的，所以网格必然是由有限个网格点组成，因而其上定义的范

数有限 (对充分小的!) "而言，5（!）!（ "）在每个网格点上也是连续的 (
引理 # 设 )’［%#（*+）］

, 是开集，若初值问题（$），（#）在 ) 上适定，-（ "）)’)，又差分格式（,）在 ) 上
收敛，&!"()，则)!" %!（!"）) "和存在管形邻域 1（!"，$"），&!（ "），6（ "）(1（ !"，$"），)7+" % 7（ !（ "），
6（ "））) "，使&!"!"，关于 ""/!"’，一致有

!［5（!）］/!（ "）$［5（!）］/6（ "）!" 7+" !!（ "）$ 6（ "）! （1）
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证 !!!""，据引理 "存在管形邻域 #（!!，!!），使 #（!!，!!）# "，!（ $）# %（ $）!!" "，&（ $）"#（ !!，

!!）#"，因而可解，且当"充分小时，有 !（ $），&（ $）"’（［(（"）］)），以及 (（"）!（ $）和 (（"）&（ $）在（!，"!］上

连续 *
$+%! *反证，设使式（$）成立的 +%! 不存在，则$ + }{ ) ，" }{ ) ，+)& % &，! ’")’"!和 !’ )")’, 中$ -)

有

(［(（")）］
-)!（ $）.［(（")）］

-)&（ $）( / +) (!（ $）. &（ $）( （(）
则式（(）左端有界 *式（(）右端 # 0+)& % &，而式（(）左端 )右端，矛盾 *所以，$+%! *详证见文献［*］引理 "的
证明 *证毕 *
定理 ! 设 "#［1*（23）］

4 是开集，若初值问题（+），（*）在 " 上适定，%（ $）"# "，又差分格式（"）在 " 上
收敛，且 " 上解算子 %（ $）满足逐点 ,-./01-23条件，则差分格式（"）在 " 上稳定 *
证 !!!""，!（ $）# %（ $）!!，取管形邻域 #（!!，!!），使 #（!!，!!）#" 并在#（!!，!!）内，解算子 %（ $）

满足逐点 ,-./01-23条件 *
据引理 4，$+%! # +（!（ $+），&（ $+））) !，一致有

(［(（"）］)!（ $+）.［(（"）］)&（ $+）(’ +%! (!（ $+）. &（ $+）( （+!）
设 %+ 是满足式（+!）的所有数 +%! 全体，记 +（!）# /5.

&（ $）"#（!!，!!）
-67

+"%+
+（!（ $），&（ $ }{ ）），则 +（!）) % & *取

+（!）为稳定界，所以稳定性成立 *详证见文献［*］定理 "的证明 *证毕 *
因此，对具有逐点 ,-./01-23条件的函数类来说，差分格式（"）的收敛性可保证计算格式的稳定性 *
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