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摘要：为探求悬移质不平衡输沙过程中水流运动、泥沙输运及河床变形的相互作用机制，完善一维

水沙数学模型的基本理论并使其具有更广泛的应用性，基于双曲系统特征理论及奇异摄动理论系

统研究了一维悬移质不平衡输沙模型的特征值、特征向量及特征关系，并通过渐进展开方法推求了

一维耦合水沙数学模型的特征值 #研究结果表明：现有多数模型在特征上无法耦合，用于多沙河流
水沙模拟具有较大局限性，主要原因是这些模型采用的河床变形方程无法揭示河床纵向冲淤变化

的机制；水流运动、泥沙输运及河床变形的相互作用在系统特征值上得到了反映，水沙数学模型有

必要考虑水流运动、泥沙输移及河床冲淤的耦合机制 #
关键词：悬移质；数学模型；双曲系统；特征值
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目前，水沙数学模型已广泛应用于天然冲积河流的水流运动、泥沙输运及河床变形模拟计算 #现有常见
的水沙数学模型多数采用了 .种处理方法：（6）基本控制方程简化，例如在水流连续方程中省略了河床可动
性影响，运动方程中忽略泥沙输运及河床变形项等［!!.］；（D）求解方法解耦，即在一个时间步长内将水流计算
和泥沙计算分开，先求解水流方程得到相应流动要素后再求解输沙方程及河床变形方程［.!$］#对于少沙河流
而言，其水流含沙量较低，河床冲淤强度较弱且时间尺度较长，这种处理方法具有一定的适用性 #但对于诸如
黄河下游这样的多沙河流而言，水流运动、泥沙输运及河床变形之间存在强耦合、非线性的复杂过程，同时伴

随一些异常现象的发生［0!/］，这种处理方法的有效性值得进一步研究 #研究［’!%］表明，这种处理方式破坏了模
型的耦合性，在进行多沙河流模拟时存在较大的局限性 #
针对以上问题，国内外开展了相关研究［-!!"］#本文在前人研究的基础上，着重从数学模型的理论基础入

手进行探讨 #从数学性质上看，一维水沙数学模型构成一个双曲占优的系统，其重要特点是具有特征效应，即
变量扰动沿特征线并以特征值这样的速度进行传播［!!］#因此，多沙河流数学模型耦合与否的一个重要标志
是，水流运动、泥沙输运及河床变形之间的相互作用能否综合反映到双曲系统的特征关系上 #而对于水沙数
值模拟而言，能否充分反映水流运动与河床变形间的相互作用及耦合机制成为有效模拟的关键所在［$］#
本文根据双曲系统的特征理论及奇异摄动理论系统推求了目前数学模型的特征值、特征向量及特征关

系，分析了水流运动、泥沙输运及河床变形的相互作用机制，并进一步研究了一维耦合数学模型的特征值 #

$ 悬移质模型的特征值、特征向量和特征关系
目前对于推移质模型及全沙模型特征分析的结论揭示了水流运动与河床变形之间存在的复杂相互作用

机制［!.］#由于多数多沙河流中的泥沙输运主要以悬移质运动为主，因此，悬移质不平衡输沙模型对于多沙河
流中水沙运动现象的描述和模拟更具有针对性，且悬移质模型目前被广泛应用于多沙河流洪水演进与河床

冲淤变形计算 #对于多沙河流水流运动与河床变形的相互作用机制的研究而言，悬移质模型的特征分析则更
具有理论价值 #
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! !! 特征值
现有一维水沙数学模型常见的基本控制方程为水流连续方程
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河床变形方程
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式中："———时间；%———纵向坐标；!———水深；$———流速；’$———河床高程；)"———床面坡降；) &———摩阻能
坡；(———重力加速度；!)———泥沙密度；!*———清水密度；!+———浑水密度；!$———床沙饱和密度；,———床
沙孔隙率；+,———含沙量；+" -———挟沙力；"———恢复饱和系数；#———泥沙沉速 .
这些基本方程由于简化程度不同可组合成不同形式的悬移质输沙模型 .本文用 23（包括 234#，234%

和 234’）表示非耦合模型，53（包括 534#和 534%）表示耦合模型 .其中：234#［#］由式（#），（’），（.），（0）组
成；234%［’］由式（#），（(），（.），（0）组成；234’［%］由式（#），（(），（.），（1）组成；534#［1!#"］由式（%），（-），（/），（0）
组成 .
从计算结果可知：234#，234%，234’和 534#这 (种模型的$(（河床变形特征值）均为 "，表示河床冲淤

在纵向上不受水流运动与泥沙输运的影响；234#和 534#的$#，%（水流特征值）均为 $ 6#(!，与圣维南方
程组特征值相同，$’（输沙特征值）均为 $，未受河床冲淤的影响；234% 和 234’ 的$#，%均为 $ 6

# 7 +, /（# 8 ,# ）#(!，虽然不同于 234#，但均未受水流运动及河床冲淤的影响，$’ 均为 $ .因此，从双曲系
统特征理论角度看，这 (种模型均没有达到特征耦合 .
许协庆等［#’］建立了饱和输沙模型（由式（%），（-）和（#"）组成的耦合模型），并采用该模型分析了河床变

形和水流运动的影响，其研究结果揭示了河床变形、泥沙输运与水流运动的相互关系 .此外，推移质模型中河
床变形对水流的影响在其特征关系上得到了体现［#(］.
! ." 特征向量
根据上述特征值可进一步导出 234#，234%，234’和 534#分别对应于特征值$#，$%，$’和$(的右特征

列向量矩阵 !#，!%，!’和 !(，如式（##）9（#(）所示 .
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式（##）*（#&）右边第 #列和第 &列分别表示水流中的扰动向上游和下游传播的轨迹 )与特征值的规律
类似，除 +,-$外，其他模型的水流运动未受泥沙输运和河床变形的影响 )而 +,-$河床冲淤对水流运动的
影响也未得到体现 )
! )" 特征关系
特征关系可以揭示特征线上各变量之间的相互约束关系 )同时，通过特征关系，可将原有非线性偏微分

方程转化成常微分方程，也可使得各变量的相互约束关系得到更直观和定量的反映 )
+,-#的特征关系为
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+,-!的特征关系为
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+,-$的特征关系为
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*+,!的特征关系为
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从推移质模型和全沙模型的特征关系可以看出，河床冲淤变形产生的扰动对水流运动的特征值及特征

关系会产生影响［!#］-但从式（!1）2（!0）所示悬移质模型的特征关系来看，上述 (种模型在 (根特征线上均能
综合反映水流运动、泥沙输运及河床变形间相互作用的情况 -从式（!0）所示的特征关系不难看出，*+,!河床
冲淤变形并未受到水流运动的直接影响 -

! 一维耦合悬移质模型的特征值

! -" 模型耦合分析
现有数学模型采用的河床变形方程是根据床面运动学边界条件和某些假定（如平衡输沙假定）建立的一

种床面局部平衡关系式［#!’］，未能反映河床纵向变化的影响 -这是导致现有模型无法耦合的重要原因 -为此，
丁 等［!1］导出了守恒形式的河床冲淤层连续方程

#")
#( ##
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#. * / ! 0
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式中：")———河床冲淤厚度；’%———河床纵向运动速度；/———沉降通量；0———冲刷通量；$1%———床沙干
密度 -
事实上，当河床表面存在沙波运动时［!4］，式（!3）中 ’%") 所表示的通量是由沙波运动推动的，而沙波运

动与水流的 5678$9数密切相关［!)］，因此 ’%") 可表示成

’%") 2 3’4&5 （#:）
式中 3，4，5 是与水流流态、含沙量等有关的量 -
将式（#:）代入式（!3），联立式（#），（1）和（)），可组成考虑河床纵向冲淤的悬移质耦合输沙模型（记

为 *+,#）-
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! !! 一维耦合数学模型的特征分析
为便于讨论，对 !"#$中的各变量进行量纲为 %的处理 !根据奇异摄动理论［%&］，通过渐进展开方法求得

其 ’个特征值，分别为
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式中：4，2———恒定流水深及流速；’———恒定流弗劳德数；#———河床变形对水流运动的扰动量，河床淤积
时#0 (（"1 %），河床冲刷时#2 (（"1 3 %）!
式（$%）4（$’）中的!"%表示水流变化产生的负向波动，!"$表示河床变形波动，!"+表示不平衡输沙的波动，

!"’表示水流变化产生的正向波动 !它们有 $个显著特点：（5）各变量相互影响；（,）!"%，!"$有一个过渡区域，即

$ 1!&’ 3 % 6 +（ # % -$）!这表明，水流流态由缓流向急流变化时，水流运动和河床变形所受扰动均受到不同
程度的影响 !
现以!"%为例说明水流运动与河床变形的关系 !!"%的结构表明，水流所受扰动在负向上的传播机制是不

同的 !当水流处于缓流或急流流态时，水流本身的扰动占主导地位；当水流处于过渡态时，河床变形的扰动会
对水流运动产生较大影响 !
河床不同淤积和冲刷强度对水流的影响如图 %所示 !由图 %可以看出：当冲刷强度增大时，水流负向、河

床变形正向特征值减小，不平衡输沙特征值变大，水流正向特征值略微变小；而当淤积强度增大时，水流负

向、河床变形正向特征值显著增大，不平衡输沙特征值变小，水流正向特征值略微变大 !
由式（$%）4（$’）可知：当 # #(时，河床变形的发展主要由 +（%）决定，!"+，!"’由于量级始终为 +（%）而

对河床变形的演变影响不大 !当 $ 2!&’ 3 %时，河床变形主要受!"$影响，床面扰动向下游传播；当 $ 0!&’ 3 %
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图 ! 不同冲、淤强度下特征值与流速的关系
"#$% ! &’(#’)#*+, *- .#$.+/’01., 2#)3 /.0*4#)5 1+6.( 6#--.(.+) 6.7*,#)#*+ ,)(.+$)3, ’+6 ,4*1(#+$ ,)(.+$)3,

时，!!!主要影响河床变形，床面扰动向上游传播；而当 " "!#$ # ! $ %（ " ! &%）时，河床变形变化较快，同时

受!!!，!!%影响，床面扰动向上、下游传播 ’
与 &’(!，&’()及 *’(!的特征分析结果不同的是，本文所建立的耦合模型所构成的双曲系统的 +个特

征值综合了水流运动、泥沙输运及河床冲淤的影响 ’式（%!）和（%+）表明，水流运动明显受到河床变形及泥沙
输运的影响；式（%%）表明，水流运动与泥沙输运同时会影响河床变形的演变 ’应当指出的是，若动量方程（,）
中不包括左端第 ,项（泥沙输运项）和第 -项（河床变形项），式（%)）将退化为 "，即不平衡输沙将不受水流运
动与河床变形的影响 ’

8 结 论

’% 多数悬移质输沙数学模型在特征上是解耦的 ’
9% 悬移质输沙数学模型所采用的河床变形方程是基于局部平衡关系得到的，并不能揭示河床冲淤纵向

变化所引起的质量和动量变化机制 ’
4% 本文基于奇异摄动理论，通过渐进展开方法求得的适当简化后的模型所构成的双曲系统的 +个特征

值，分别表示了 +个以不同波速传播的波的传播特点 ’与多数悬移质不平衡输沙模型的特征分析结果相比，
耦合模型 *’(%计算所得的特征值能够充分反映和定量描述水流运动、泥沙输运及河床变形的相互作用机
制 ’河床冲淤强度越大，水流所受影响越大 ’!!!与!!%均有一个过渡区 " "!#$ # ! $ %（"! &%）’河床变形主要受

!!!，!!%所表示的波运动的影响，!!)和!!+所表示的波运动几乎不会对河床变形产生影响 ’
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