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摘要：针对 +,--./0 距离下的最短路逆问题，分析了最优解的性质，给出并证明了问题存在可行解
的充分必要条件；利用把背包问题的实例多项式归约到该问题的实例，证明了该问题为 12困难
的，为设计该类问题的近似算法提供了理论依据 (
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由于网络优化逆问题不仅有很重要的理论研究价值，而且有较大的实际应用价值，因此该问题的研究最

近受到许多学者的重视 !文献［$］研究了 "! 范数下的最短路逆问题，通过转化为二次规划问题而求解该问
题 !文献［!］考虑了 "$范数下的最短路逆问题，应用线性规划及给出的一个列生成算法解决了该问题 !其他
有关文献参看逆优化问题综述文献［)］!

+,--./0距离下的网络逆问题是由文献［7］首先提出的 (该文献研究了 +,--./0距离下最小支撑树逆问
题，并给出了一个解决该问题的强多项式时间算法 (文献［’］研究了 +,--./0距离下的最短路改进问题，证明
了该问题是强 12困难的 (文献［&］研究了 +,--./0距离下的中心改进问题 (文献［#］研究了一些 +,--./0距
离下的逆问题 (本文研究 +,--./0距离下的最短路逆问题 !

’ 问 题 概 述

+,--./0距离下的最短路逆问题可以描述为：设 # 8（$，%）是一个无向网络，$ 8｛&$，&!，⋯，&’｝是顶点
集，% 8｛($，(!，⋯，()｝是边集 ! ! 8（*$，*!，⋯，*)）是边长度向量，其中 *+!"（ + 8 $，!，⋯，)）为边 (+的长
度 ! " 8（ "$，"!，⋯，")）和 # 8（ ,$，,!，⋯，,)）分别为边长度的下界向量与上界向量，即边 (+ 的长度只能在 "+
（!"）与 ,+（!"）之间变化 ! $ 8（ -$，-!，⋯，-)）为边的改变费用向量，即如果边 (+ 的长度改变了，则该边的改
变费用为 -+（ -+ 9 "）!设（ .+，/+）（ + 8 $，!，⋯，0）是 0 个点对，"1+ 为给定的从顶点 .+ 到 /+ 的路径 !如果 0 8 $，称
该网络为单发点、单收点网络 !+,--./0距离下的最短路逆问题可以表示为：要求改变边长度向量 !，使得改
变后的长度向量#! 8（"*$，"*!，⋯，"*)）满足（,）对所有 + 8 $，!，⋯，0，在长度向量#! 下，"1+ 为从顶点 .+ 到 /+ 的

最短路径；（:）"+$"*+$,+ 对所有 + 8 $，!，⋯，) 成立；（;）%
)

+ 2 $
-+3（"*+，*+）最小 !这里+,--./0距离 3（"*+，*+）

的定义为：3（"*+，*+）2
$ 若"*+ & *+

" 若"*+ 2 *{
+
!

对 +,--./0距离下的最短路改造问题的研究有一定的实际应用价值 !例如：有一个交通网络 # 8（ $，
%），$ 中的顶点表示村庄或城镇，% 中的边表示道路，! 为车辆通过道路所需要的时间向量 !如今已在一些
给定的地点（顶点）.+（ + 8 $，!，⋯，0）处建造了一些为该网络中所有村庄或城镇提供服务的公共设施（如医院
和消防站等），要求改变车辆通过某些道路所需要的时间，使得在所有从 .+ 到 /+ 的路径中，从 .+ 经过某些特
定的道路到城镇或村庄 /+ 所需要的时间最少 !然而，在实际交通管理中，要缩短车辆通过某道路所需要的时
间经常是通过加宽道路来实现的 !但往往只是在道路的某几处比较狭窄（而不是道路处处都需要加宽），而
且这些地方道路两旁都有一些建筑或住户，要加宽道路必须对这些建筑和住户进行拆迁安置，此时改造此道
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路的费用主要是拆迁安置费，该费用可以看成一个固定值 !要求在满足一定条件下，总的拆迁安置费尽可能
少 !因此，研究 !"##$%&距离下的最短路逆问题有一定的实际意义 !

! "#$$%&’距离下的最短路逆问题的性质及复杂性分析
令 "#（$，%）表示在长度向量 ! 下顶点 $ 与顶点 % 之间的最短路的长度，#（&）表示在长度向量 ! 下路

径 & 的长度 !本文研究的 !"##$%&距离下的最短路逆问题可以表示为

#$%!
’

( ) ’
*(+（"#(，#(）

( ) * )"#（"&,）) ""#（ -,，.,） （ , ) ’，+，⋯，/）

0( #"#( # $( （ ( ) ’，+，⋯，’










）

（’）

如果边 1 在路径 & 上，则称 1$& !用［$，%］表示以 $ 与 % 为端点的边 !下面先研究问题（’）的性质 !

性质 ( 设"# 为问题（’）的最优解 !如果存在边 1,$2，满足 1,%&
/

( , ’
"&(，则有 #,#"#,#$, !

证明 反证法 ! 如果存在边 1, $ 2，有 1, %&
/

( ) ’
"&(，且满足"#, 3 #,，则对 4 ) ’，+，⋯，’，令

5#4 )
#, 若 4 ) ,

"#4 若 4 ’ ,{ !
! 下证 5# 为问题（’）的可行解 !一方面，对所有 ( ) ’，+，⋯，/，14 $"&(，有 5#4 )"#4，因

此 5#（"&(）)"#（"&(）；另一方面，设 &( 为在 5# 下 -( 与 .( 之间的最短路，则 5#（&(）) "5#（ -(，.(）# 5#（"&(）!由于 5#

("#，故 5#（&(）("#（&(）!由于"#为问题（’）的可行解，故"#（&(）( ""#（ -(，.(）)"#（"&(），因此对所有 ( ) ’，+，
⋯，/，有 5#（"&(）) "5#（ -(，.(）!由 5#的定义可知，对所有 ( ) ’，+，⋯，’，有 0(# 5#(# $( !因此，5#为问题（’）的

可行解，且!
’

4 ) ’
*4+（ 5#4，#4）3 !

’

4 ) ’
*4+（"#4，#4）!这与"# 为问题（’）的最优解矛盾 !因此命题成立 !证毕 !

性质 ! 问题（’）有可行解的充分必要条件是：对任意固定的 (（’# (# /）及任意从顶点 -( 到 .( 的路径

&，有 !
14$"&( - &

04 # !
14$& -"&(

$4 !

为了证明问题（’）是 ./困难的，先介绍背包问题的判定问题 !
背包问题 实例：物品集合 6，6 中的每个物品 $ 的大小为 -（$）$7 0，价值为 8（$）$7 0，问题：是否存

在物品子集 69)6，使得!
$$69

-（$）# : 且!
$$69

8（$）( ; !其中 : 和 ; 为正整数 !

引理 (［1］ 背包问题是 ./困难的 !
下面利用引理 ’来证明本文的主要结果 !
定理 即使在单发点、单收点网络下，!"##$%&距离下的最短路逆问题也是 ./困难的 !
证明 首先构造一个从背包问题的任意实例到 !"##$%&距离下最短路逆问题实例判定问题的一个多项

式归约 !任给一个背包问题的实例 2：有 ’ 3 ’个物品 ’，+，⋯，’ 3 ’（’ 4 5），第 , 个物品的大小为 -,$7 0，价

值为 8,$7 0，正整数 : 和; !构造图 < ,（=，2）如下：（"）= ,｛-，%’，%+，⋯，%’ 3 +，.｝!（6）2 ,｛1’，1+，⋯，1’｝!
其中，1’ ,［ -，%’］，1’ 3 ’ ,［ %’ 3 +，.］，1’ ,［ -，.］!对 , , +，5，⋯，’ 3 +，令 1, ,［ %, 3 ’，%,］!（7）对边 1,（ , , ’，+，
⋯，’ 3 ’），令 #, , -,，0, , 8，$, , 0 9，*, , 8,；对边 1’，令 #’ , :，0’ , 8，$’ , 0 9，

*’ ,
> 若边 1’ 的长度增加

’ 若边 1’{ 的长度减少
，这里 > ? !

’@’

, ) ’
*, @ ; !

至此，本文得到了单起点、单收点的 !"##$%&距离下的最短路逆问题的一个实例 !为方便起见，令 &’ 为

从 - 依次经过顶点 %’，%+，⋯，%’ 3 +到 . 的路径，令 &+为只包含边［ -，.］的路径，并令 &’ 为指定的从 - 到 . 的
最短路径 !

下面证明问题（’）存在满足!
’

( ) ’
*(+（"#(，#(）#!

’@’

, ) ’
*, @ ;的可行解的充分必要条件是：背包问题存在可行

解 (’，(+，⋯，(/，使得!
/

, ) ’
-(, # : 且!

/

, ) ’
8(, ( ; !
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先证充分性 !设 "!，""，⋯，"# 是实例 #的满足!
#

$ % !
&"$ " ’ 且!

#

$ % !
("$ # ) 的解，则当 * $｛!，"，⋯，+ ,

!｝$｛"!，""，⋯，"#｝时，令%-* % %，当 * $｛"!，""，⋯，"#｝&｛+｝时，令%-* % -* !由于当 $ % !，"，⋯，+时，有

.$ "%-$ " /$ 且%-（0!）% !
#

$ % !
&"$ " ’ %%-（0"），因此%- 为问题（!）的可行解且满足

!
+

" % !
1"2（%-"，-"）% !

*$｛!，"，⋯，+,!｝$｛"!，""，⋯，"#｝
(* % !

+,!

* % !
(* , !

*$｛"!，""，⋯，"#｝
(* "!

+,!

* % !
(* , ) % !

+,!

* % !
1* , )

再证必要性 ! 设%- %（%-!，%-"，⋯，%-+）为问题（!）的可行解且满足!
+

$ % !
1$2（%-$，-$）"!

+,!

$ % !
1$ , )，则：

!"如果%-+ 3 -+，则令 4-* %
-+ 若 * % +

%-* 若 * ’{ +
，容易证明 4- 依然为问题（!）的可行解且满足!

+

" % !
1"2（ 4-"，

-"）3 !
+

" % !
1"2（%-"，-"），则可以以 4- 代替%- 进行以下的讨论 !

#"如果%-+ 5 -+，则由于!
+

" % !
1"2（%-"，-"）# 1+2（%-+，-+）% 1+ % 6 5 !

+,!

$ % !
1$ , )，这与假设矛盾 !

$"如果存在 " & !，"，⋯，+ ’ !，满足 -" (%-"" /"，则令 4-* &
-" 若 * & "

%-* 若 *’{ "
!容易证明 4- 依然为问题（!）的

可行解且满足!
+

" % !
1"2（ 4-"，-"）3 !

+

" % !
1"2（%-"，-"），则可以以 4- 代替%- 进行以下的讨论 !

假设%- 为满足（)）%-+ & -+，（*）对任意 " & !，"，⋯，+ ’ !，有 .""%-""-"，（+）!
+

" % !
1"2（%-"，-"）"!

+,!

$ % !
1$ , )

的问题（!）的可行解 !
令 7 &｛"%-" & -"，" & !，"，⋯，+ ’ !｝，结合%-（0!）"%-（0"）& ’，则有

!
*$7

&* % !
*$7

-* % !
*$7
%-* "!

+,!

* % !
%-* "%-（0"）% ’

且

!
*$7

(* % !
+,!

* % !
(* ,!

*(7
(* % !

+,!

* % !
(* ,!

*(7
1* #!

+,!

* % !
(* , !

+,!

* % !
1* ,( )) % )

因此存在集合 7)｛!，"，⋯，+ ’ !｝，满足!
*$7

&* " ’ 及!
*$7

(* # ) !

由以上证明及引理 !，可以得到单起点、单收点的 ,)--./0距离下的最短路逆问题是 12困难的结论 !
证毕

% 结 束 语
本文研究了 ,)--./0距离下的最短路逆问题，分析了问题的最优解的性质，给出并证明了问题存在可行

解的充分必要条件；利用把背包问题的实例多项式归约到该问题的实例，证明了单起点、单收点的 ,)--./0
距离下的最短路逆问题为 12困难的，从而为以后设计该问题的近似算法提供了可靠依据 3
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