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含有四极矩的后牛顿引力场中试验粒子的运动

葛记涛,李　 杰,林文斌∗

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘　 要:为了研究试验粒子在含有四极矩的后牛顿引力场中的运动规律,采用龙格-
库塔法进行数值模拟,同时利用速度因子修正法以保持动力系统数值解的积分守恒,
借助快速李雅普诺夫指标来判断试验粒子运动状态演化的混沌性。 数值模拟显示:
引力源的四极矩会导致试验粒子的运动产生混沌现象。
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The Motion of a Test Particle in the Post-Newtonian Gravitational
Field with Quadrupole Moment

GE Jitao,LI Jie,LIN Wenbin∗

(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:The motion of a test particle in the gravitational field with quadrupole moment is
studied. The study employs the Runge-Kutta method to solve the equations-of-motion,and
apply the velocity correction method to keep the integral conservation of the numerical so-
lution of the dynamic system. The chaos of motion is checked with the fast Lyapunov indi-
cator. Numerical simulations shows the motion of the test particle does exhibit chaos in this
kind of system.
key words:quadrupole moment;post-Newtonian gravitational field;fast Lyapunov indicator;
chaos

0　 引　 言

混沌现象是非线性系统所特有一种特殊的运

动现象,它具有不可预测性,对初始条件极其敏感

等特点。 1963 年,E. N. Lorenz 在研究气象演变时发

现了混沌运动[1]。 1964 年,M. Henon 和 C. Heiles 在

研究恒星轨道时发现了一些对初始条件敏感且非

常混乱的混沌轨道[2]。 1975 年,chaos(混沌)一
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词在“Period Three Implies Chaos”一文中正式被

T. Y. Li 和 J. A. Yorke 提出[3]。 自此,混沌的研究

慢慢开始发展起来。 如今,随着数学、天体力学、
化学以及计算机等领域的飞速发展,混沌已经成

为一门具有重要科学价值的前沿科学。
在一些天体物理研究中,需要考虑相对论的

效应。 比如最近观测到的致密星 S2 绕银河中心

可能存在的超大质量黑洞(Sgr A∗)运动[4],牛顿

引力理论无法准确描述该致密天体的运动规律,
需要应用后牛顿近似理论来进行研究。 本文中研

究含有四极矩的后牛顿引力场中试验粒子运动的

混沌性。
本文将采用龙格-库塔法[5] 来求解试验粒子

的后牛顿动力学方程,并应用伍等人给出的速度

因子修正法以保持动力系统数值解的积分守

恒[6],最后借助快速李雅普诺夫指标法( fast Lya-
punov indicator,FLI) [7-10] 对粒子的运动状态演化

的混沌性进行判断。

1　 物理模型

带四极矩的后牛顿引力场可以由 Richter 等

人给出的度规来描述[11]:

g00 = - 1 + 2M
r

1 - JR2(3 cos2 θ - 1)
2r2( ) - 2M2

r2
,

g0i = 0,

gij = δij 1 - 2M
r( ) 。

其中 M,R,J 分别为引力源质量、引力源半径、四

极矩参数,r = x2+y2+z2 是试验粒子离引力源中

心的距离。 为了简便,我们令引力常数 G 为 1,同
时选取自然单位制。

根据这个度规,可以推导出试验粒子在带有

四极矩的后牛顿引力场中的动力学方程:
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这里 v 是试验粒子的三维速度。

2　 混沌判断方法

选用快速李雅普诺夫指标法对试验粒子运动

的混沌性进行判断。 伍歆等人给出了快速李雅普

诺夫指标[7-10]:

FLI = log10
d( t)
d(0)

。

式中 d( t)为具有初始距离 d(0)的两临近轨道的

间距。 随着时间的增加,两临近轨距离会随之扩

张达到饱和,导致计算不易成功,所以需要对快速

李雅普诺夫指标进行重整化。 令 d(0)= 10-9,当
d( t)= 0. 1 时轨道达到饱和,所以可以选取重整

化的临界值 d( t)= 0. 1。 重整化后的 FLI 的表达

式为:

FLIk = - k 1 + log10d(0)( ) + log10
d( t)
d(0)

,

其中 k( k = 0,1,2…)表示重整化次数,d(0)≤
d( t)≤0. 1。 当快速李雅普诺夫指标呈线性或非

指数增长时,粒子的运动是非混沌的,当快速李雅

普诺夫指标呈指数增长时,表明粒子的运动是混

沌的。

3　 数值模拟

为了简便,取 M=1。 考虑试验粒子离引力源

中心的距离大约为 1 000。 为了显示四极矩的效

应,分别研究了不含四极矩的后牛顿引力场和含

有四极矩的后牛顿引力场中试验粒子的运动

情况。
选取的试验粒子的初始条件如下:
(a)x=500,y = 10,z = 850,x· = 0,y· = 0. 001, z· =

0. 018 257 473;
(b)x=700,y =10,z =700,x· = 0,y· = 0. 001, z· =

0. 012 665 111;
(c)x=850,y = 10,z = 500,x· = 0,y· = 0. 001, z· =

0. 009 742 335 5;
应用五阶龙格-库塔方法进行数值求解运动

方程,在求解过程中,还采用速度因子修正法[6]

以保持数值解的积分守恒。 通过数值模拟,给出

四极矩参数 J=0(不含四极矩的后牛顿引力场),
引力源半径 R = 10 时粒子运动情况如图 1 所示,
和四极矩参数 J = 10(含有四极矩的后牛顿引力

场),引力源半径 R=10 时粒子运动情况如图 2 所

示。 注意到图 2 中显示的(a),(b),(c)三种情况

分别对应于上面给出的 3 个初始条件。
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图 1　 不含四极矩的后牛顿引力场下粒子的运动情况

Fig. 1　 Particles motion in a post-Newtonian gravitational field without quadrupole moment

图 2　 含有四极矩的后牛顿引力场下粒子的运动情况

Fig. 2　 Particles motion in a post-Newtonian gravitational field with quadrupole moment

4　 讨　 论

本文通过数值模拟研究了含有四极矩的后牛

顿引力场中粒子运动演化的混沌性。 图 1 显示在

没有四极矩的后牛顿引力场中,各个轨迹图只中

的试验粒子运动轨道是有规律的,并且分析对应
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的快速李雅普诺夫指标,发现其呈线性增长,可以

判断出试验粒子的运动是非混沌的。 图 2 显示在

含有后牛顿四极矩引力场中,各个轨迹图中的试

验粒子运动的轨迹是非常复杂混乱的,极有可能

是混沌现象,通过分析对应的快速李雅普诺夫指

标,发现其呈指数增长,我们可以判断出试验粒子

运动是混沌的。 我们的结果显示,在含有四极矩

的后牛顿引力场中运动的试验粒子,引力源的四

极矩会导致它的运动产生混沌现象。
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