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摘 要: f为单位线段 I 上的连续自映射． APer( f) 为它的渐近周期点集，通过比较和举例讨论了它的一
些性状．
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连续自映射反复迭代生成的拓扑动力系统的研究真正开始于 20 世纪 30-40 年代，但近年来得到了蓬勃
发展．各种点集是一维动力系统中的重要内容，因为它在系统中具有很好的动力性质． 1964 年乌克兰数学家
沙尔可夫斯基( sarkovskii) 指出周期点的周期呈现出相当整齐的规律后，相当多的文献都对其进行了研究，
并立即推广得到了几乎周期点、终于周期点、回归点、ω-极限点、非游荡点、链回归点等各类非游荡点集，同
时诸多学者对它们的性质进行了大量讨论［1-7］．但对于渐近周期点，却少有提及，此处则对渐近周期点的相
关性状作一点探讨．

1 预备知识

记 I =［0，1］，f: I→I是［0，1］上的一个连续自映射．以下预备知识引自文献［8］或［9］．
定义 1 对任意 x∈I，若存在非负整数 n，使 f n ( x) = x，则称 x为 f的 n －周期点，n为 f的一个周期，f的

所有周期点构成集合记为 P( f) ．
定义 2 x∈I称为 f 的终于周期点，如果n ＞ 0，使 f n ( x) ∈P ( f) ，f 的所有终于周期点构成集合记

为EP( f) ．
定义 3 x∈I称为 f的几乎周期点，如果对于 x 的任意邻域 U，存在整数 N ＞ 0，使得在连接着的 N个数

中总有某一个 n适合 f n ( x) ∈U，f的所有几乎周期点构成集合记为 AP( f) ．
定义 4 x∈I称为 f的渐近周期点，如果p∈P( f) ，使得 lim

n→∞
f n ( x) － f n ( p) = 0，f 的所有渐近周期点

构成集合记为 APer( f) ．
定义 5 x∈I称为回归点，如果对于 x的任意邻域 U，存在非负整数 n，使 f n ( x) ∈U，记为 R( f) ．
定义 6 对于给定的 x∈I，y∈I称为 x的 ω －极限点，如果序列{ f i ( x) } ∞i = 0有一个收敛于 y 的子序列，x

的 ω －极限点集记作 ω( x，f) ，并记 f的 ω －极限点集为 W( f) =∪x∈Iω( x，f) ．
定义 7 x∈I称为 f的非游荡点，如果对于 x的任意邻域 U，存在非负整数 n，使 f n ( U) ∩U≠． f的非游

荡点集记为 Ω( f) ．
显然有，Ω( f) W( f) R( f) P( f) ．
定义 8 Λ∈I称为 f的( 强) 不变子集，若 f( Λ) Λ( f( Λ) = Λ) ．
引理 9 若 FI是一个区间，并且 F∩P( f) = ，则必有下列之一:
( 1) 对于任意的 n ＞ 0 和任意的 x∈F，只要 f n ( x) ∈F，则有 f n ( x) ＞ x．



( 2) 对于任意的 n ＞ 0 和任意的 x∈F，只要 f n ( x) ∈F，则有 f n ( x) ＜ x．
称( 1) 的情形满足时，F是一个正型区域; ( 2) 的情形满足时，F为负型区域．

2 主要结果

命题 1 P( f) EP( f) APer( f) ，显然成立．
命题 2 在 I上，f的渐近周期点集 APer( f) 是可迭代的，即 APer( f) = APer( f n ) ，且 APer( f) 是强不变集．
证明 显然有 APer( f) APer( f n ) ．
反之，若x∈APer( f) ，则由渐近周期点的定义有p∈P( f) ，使得 lim

n→∞
f n ( x) － f n ( p) = 0，令 n = ki +

m; k，m为非负常数，i = 1，2，3，…; 于是:
lim
n→∞

| f n ( x) － f n ( p) | = lim
i→∞

f ki+m ( x) － f ki+m ( P) =

lim
i→∞

f ki ( f m ( x) ) － f ki ( f m ( p) ) = 0

故 APer( f) APer( f n ) ．立即得到 APer( f) 是强不变集．
定理 1 若 I上 f的周期点集为闭集，则有 APer( f) = AP( f) = EP( f) = P( f) = R( f) ．
证明 i) I上 f的周期点集为闭集，则由文献［8］，立即有 P( f) = R( f) ．
ii) 证 APer( f) = P( f) ．
反证法．设 x即不是周期点，又不是周期点的聚点，y∈P( f) ，使 lim

n→∞
f n ( x) － f n ( y) = 0，n1，n2，n3，

… ＞ n，且 f ni ( x) →f ni ( y) ，取定一个端点 f ni ( y) = y'，由序列 f n1 ( x) ，f n2 ( x) ，f n3 ( x) ，…，→f ni ( y) = y'．于是
ε ＞ 0，得到集合 F = z∈APer( f) z － y' ＜{ }ε ． 此时形成形如( m，n) 的区域，也可能形成形如［m，n) 或
( m，n］的区域，无论如何，F是一个区间，它里面没有周期点，其不是正型区域就是负型区域．

图 1 线段 I =［0，1］上的连续自映射 f

不妨设其为正型区域，则由上面可知，n1 ＞ N，使得 f n1 ( x) ∈F，使 f n1 ( x) ＞ x，且 f n1 ( x) － y' ＜ δ ＜ ε．
同理n2 ＞ n1，使 f n2 ( x) ＞ f n1 ( x ) ，且 f n2 ( x) － y' ＜ δ ＜ ε． 令 n = n2 － n1 ＞ 0，z = f n1 ( x ) ，于是 f n ( z ) =
f( f n1 ( x) ) = f n2 ( x) ∈F，这时 f n ( z) = f n2 ( x) ＜ z．这与 F是正型区域矛盾．故应有 APer( f) = P( f) ．

iii) 再证 EP( f) = P( f) ．
由文献［9］知，R( f) ∩EP( f) = P( f) ，EP( f) P( f) ，而当 P( f) 为闭集时，P( f) = R( f) ，再由 EP( f) 

APer( f) ，故 EP( f) = P( f) ．
iv) 最后证 AP( f) = P( f) ．由文献［9］知，当 R( f) 为闭集时，AP( f) = R( f) ，立即得到 AP( f) = P( f) ．
故周期点集为闭集时 APer( f) = AP( f) = EP( f) = P( f) = R( f) ．
定理 2 若 I上 f的周期点集为开集，则有 APer( f) P( f) ．
证明 当x∈P( f) 时显然成立． 当x∈P( f) － P( f) 时，对ε ＞ 0，y∈P( f) ，使 f n ( x) － f n ( y) ＜

ε( n→∞ ) ，即 lim
n→∞

f n ( x) － f n ( y) = 0，得 x∈APer( f) ，故 APer( f) P( f) ．

命题 3 若 I上 f的周期点集为开集，则 APer( f) 与 Ω( f) ，W( f) ，R( f) 没有必然的包含关系．
证明起来是非常复杂的，见下反例:

设线段 I =［0，1］上的连续自映射 f如图 1，它满足下列条件: f( a) = b，f( b) = b，f( x) 在 b附近单调，且从
斜率大于 － 1 小于 0．
显然，对于一列非负整数 δi，i = 1，2，3，…; f( a + ε) = b － δ1 ; f

2 ( a
+ ε) = b + δ2 ; f

3 ( a + ε) = b － δ3 ; …; f
n ( a + ε) = b + ( － 1 ) nδn ． 且有

δn + 1 ＜ δn，即有 f n ( a + ε) →f( b) = b．
而这时显然对n，ε' ＞ 0，有 f n ( a + ε) － a ＞ b － δ1 － a ＞ ε'，

故此时 a 为游荡点．而此时确有 lim
n→∞

f n ( a) － f n ( b) = 0，a 却为渐近
周期点．
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Abstract: f is a continuous self-mapping on unit segment I，APer( f) is its asymptotic periodic point set，and
some of its properties are discussed by comparison and examples．
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Abstract: In this paper，we consider the nonlinear semiparametric regression model and construct empirical
Euclidean likelihood ratio statistics for the unkown parameters． It is shown that the proposed statistics has the
asymptotic standard chi-square distribution，and hence it can be used to construct the confidence region of the
unknown parameter．
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