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摘　 要:大数据时代下收集到的数据常含有异常值或呈现尖峰厚尾以及变量之间具有较强的相关性,针
对此问题,结合秩回归和自适应弹性网(Adaptive

 

Elastic-net
 

)提出了一种高效稳健的变量选择方法。 此方

法的最大优点在于不仅能够有效处理协变量之间的强相关性而且还能克服多重共线性问题,同时能抵抗厚

尾分布或异常值的影响,实现稳健的变量选择。 在数值计算方面,采用二次近似和牛顿迭代算法以获得新变

量选择方法的稳定数值解,仿真实验表明:新提出的方法比现有方法表现更好,特别是对于厚尾分布或异常

值的情况。 最后,通过对中国重要的股票市场指数———中证 100 指数的跟踪,进一步表明该方法在有效样本

下具有良好的表现。
关键词:秩回归;弹性网约束;稳健估计;变量选择;中证 100 指

中图分类号:O213. 9　 　 　 文献标志码:A　 　 　 文章编号:1672-058X(2022)02-0068-07

0　 引　 言

当前社会数据海量、信息纷繁,如何从广大数据

中寻找出有效信息已经成为学者们正在探讨的话

题。 因此,国内外学者先后提出了赤池信息准则、贝

叶斯信息准则、广义交叉验证等方法来解决这一难

题。 这些方法不但缺乏稳定性,而且在自变量个数

较多时还会耗费巨大的计算成本。 寻找一种新的理

论方法来解决高维数据的信息提取已然成为研究者

们迫切需要解决的问题。 Tibsniran[1] 在惩罚函数的

启发下提出了 LASSO( Least
 

Absolute
 

Shrinkage
 

and
 

Selection
 

Operator)估计,该方法在惩罚参数的合理

选择范围内可以压缩某些分量至零以实现变量选

择,并进行参数估计;Fan 等[2] 提出了惩罚似然函数

的变量选择方法。 然而,已有的文献大多是基于极

大似然或最小平方进行研究和分析的,所得估计并

不稳健。 此外,这些方法不仅对于异常值很敏感,而

且当误差为厚尾分布时估计效率会大大降低。 因

此,研究高维数据下估计方法更为稳健和有效就显

得尤为重要。

Jaeckel[3] 提出秩回归( Rank
 

Regression)估计,

其具备良好的稳健性和有效性;Wang 等[4] 结合加

权 SCAD( Smoothly
 

Clipped
 

Absolute
 

Deviation)惩罚

将秩估计推广到了固定维数参数模型下,并已证

明该方法具有 Oracle 性质(即模型选择的相合性、

参数估计渐近正态性) ;Wang 等[5] 通过局部秩估

计对 β ·( ) 的稳健推断问题进行了研究,结果表

明:在误差是非正态分布情形下,此方法能够显著

地改善经典局部最小二乘估计;Yang 等[6] 基于 B
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样条基近似非参函数并利用 SCAD 罚函数惩罚秩

回归,提出了一种新的稳健估计,此方法能够进行

变量选择以及识别变系数与常系数;Kwessi[7] 将秩

估计引入半参数模型下,结合自适应 LASSO 惩罚

表明在重尾分布下所得估计量是一致的,并给出

了渐近正态性结果。

Zou 等[8]提出了弹性网方法,该方法可以处理

协变量中出现的复共线性问题,其预测精度远远优

于 Lasso;卢[9]将 Zou
 

等[8] 的方法推广到了 Logistic

模型和 Poisson 模型中,证明该方法可将具有强相关

性的变量全部选入模型或者剔除;黄[10]将 Zou
 

等[8]

的方法推广到部分线性模型中,同时提出并证明其

具有 Oracle 性质;在超高维数据下,Xiao 等[11] 提出

MSA-Enet( Multi-step
 

Adaptive
 

Elastic
 

Net) 方法进

行降维,其目的是让变量维数小于样本容量;李[12]

将 Zou 等[8]的方法应用到平衡纵向数据模型的变

量选择中,证明了该方法具有相合性和组效应性质;

Li 等[13]将非负自适应弹性网估计推广到高维稀疏

线性模型中,并在一些正则条件下证明了其 Oracle

性质和在有效样本下的有效性;王等[14] 结合分位数

回归和弹性网估计研究了基金绩效评价,且表明弹

性网分位数回归比均值回归和 Lasso 分位数回归的

评价更加准确。 已有的研究已证明了弹性网约束良

好的组效应性质,秩回归具有稳健性和有效性,因此

如何将两者有效结合从而实现稳健变量选择是一个

很有学术意义的问题。

Yang 等[15]结合秩回归与 SCAD 罚函数提出来

一种稳健的变量选择方法,但当协变量中出现复共

线性情形时,效果可能会受影响,因此如何在数据出

现复共线性时,研究稳健的变量选择很有意义。 在

已有的研究成果中,弹性网估计方面的研究都是非

稳健估计,秩回归方面的研究算法几乎都是采用

lars 算法,且从未与弹性网估计结合进行研究。 本

文将秩回归与弹性网相结合进行了研究,在响应变

量含有异常值或重尾分布情况下,本文所提出的估

计均具稳健性和有效性,且对强相关性数据的估计

效果优于 Lasso 惩罚秩估计、惩罚分位数回归以及

最小二乘估计。 在算法上对损失函数和惩罚函数采

用局部二次近似,使得目标函数能求出数值解,优化

其迭代算法。

1　 模型简述

考虑线性回归模型:

Y = αIn + Xβ + ε

其中, Y = Y1,Y2,…,Yn( ) T 是 n × 1 维响应变量, α

是截距,In 是元素全是 1 的 n × 1 维向量,X 是 n × p

维协方差矩阵,且不丧失一般性,假设 X 中心化,β

是 p × 1 维未知参数,ε 是具有概率密度 f ·( ) 的独

立同分布 n × 1 维随机误差向量。 假设在真实模型

中,β 的部分元素是零,本文的研究目标是实现零系

数的识别和非零系数的稳健且有效估计。

1. 1　 秩回归

令 ei = yi - xi
Tβ ,

 

i = 1,2,…,n ,初始估计量:

β
~
=argmin

β

1
n ∑

i < j
ei - ej (1)

 

如式
 

(1) 所示,尽管可以得到参数估计的结

果,但是不能把重要的协变量选择出来。 Zou 等[8]
 

提出了弹性网约束,能使部分参数压缩为零,实现变

量选择。 本文在式
 

(1) 基础上加入弹性网约束。

1. 2　 自适应弹性网秩回归

本文提出的自适应弹性约束秩回归指用自适应

弹性网惩罚秩回归模型。 Zou[16] 对 L1 惩罚部分进

行加权,则惩罚函数的部分变为

λ1∑
p

j = 1
vj β j + λ2∑

p

j = 1
β j

2

其中, vj = 1 / β
~

j
γ , γ > 0。 记

C β( ) = 1
n ∑

i < j
ei - ej

L β( ) = nλ 1∑
p

j = 1
vj β j + nλ 2∑

p

j = 1
β j

2

利用
 

式( 1) 得到的 β
~

,最小化下面的目标函

数,得到 β 的估计:

96
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β
^
=argmin

β
C β( ) + L β( ){ }

 

(2)

式(2)称为自适应弹性约束秩回归(R-AEN)。

式(1)可以看作是 Jaeckel[17] 的 Wilcoxon 得分秩

差分函数,基于文献[6],其中 C(β) 可有如下近似:

1
n ∑

i < j
ei - ej ≈ ∑

n

i = 1
ω i ei - ξ( ) 2 =

 

∑
n

i = 1
ω i yi - xi

Tβ - ξ( ) 2 =
Δ
C
~

β( )

其中, ξ 是 ei{ } n
i = 1 的中位数,且

ω i =

R(ei)
n + 1

- 1
2

ei - ξ
,

 

ei ≠ ξ

0,其他

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 R(ei) 是 ei 的秩, i = 1,2,…,n 。

由此,目标函数式(2)可以变成如下形式:

β
^
=argmin

β
C
~

β( ) + L β( ){ } (3)
 

用局部二次近似逼近罚函数的第一部分,得

β j ≈
β j

2

β
~

j

=
β j

2

β
~

j

其中, β
~

j 是初始值的第 j 个元素。 记

S=Y-ξIn×1

W= diag ω1,ω2,…,ωn( )

Δ= diag
λ1

β
~

1
γ+1

,…,
λ1

β
~

p
γ+1( )

D= S-Xβ( ) TW S-Xβ( )
 

+nβTΔβ+nλ2βTβ

如式(3)所示,可以近似成如下形式:

β
^
=argmin

β
D{ } (4)

如式(4)所示,对 β 求导后令其为 0,得

- 2XTW(S - Xβ) + 2n(Δ + λ 2Ip×p)β = 0

则有

β
^

λ1
=(XTWX + n(Δ + λ2I)) -1XTWS

1. 3　 调节参数选择

模型复杂度被参数 λ1 与 λ2 控制,λ1 与 λ2 在

式(4) 中起关键作用。 参考 Li[13] 和 Zou[16] ,选取

γ= 1,λ2 = 0. 01,记 μ i = yi - xi
Tβ

^

λ1
,i = 1,2,…,n ,则

通过最小化如下式子选择 λ 1:

β
^

λ1
= log n -2∑

i < j
μ i - μ j( ) + dfλ1

log
 

n / n

其中, β
^

λ1
是在给定 λ1 下弹性约束秩回归的估计值;

dfλ1
是 β

^

λ1
中非零元的个数。

1. 4　 算　 法

基于以上讨论,可将 EN-R 估计的求解算法概

括为以下几个步骤:

步骤 1　 给定初始值 βm(m = 0),初始值可以由

式(1)得到;

步骤 2 　 在当前估计值 β(m) 下,利用 β(m+1) =

(XTWX+ nΔ + λ2I) -1XTWS | β =β(m) , 得到新估计值

β(m+1) ;

步骤 3　 迭代步骤 2 直至算法收敛。 在实际操

作过程中,当‖β(m+1) -β(m) ‖<10-6 时,停止迭代。

2　 模拟和数据分析

2. 1　 模拟研究

在 Tibshirani[1]和 Fan 等[18]文献中,数据来自于

yi =xi
Tβ+εi,i= 1,2,…,n

其中,β = (3,1. 5,3,0,0,0,0,0),xi = (xi1,…xin) T ~

Nn(0,Ω)。 Ω 的第( i,j)个元素为 σ | i-j | ,1≤i,j≤n。

本文考虑
 

N(0,1)和自由度为 3 的 t 分布 t(3) ,以

及混合正态分布(MN): 0. 9N(0,1) + 0. 1N(0,25)

3 种误差分布。 对于每种情况,分别进行 200 次模

拟。 为了度量估计精确度,通常采用计算 MSE 值:

FMSE = E(β
^
-β0) T (β

^
-β0 )。 同时,变量选择性能由

NC,NIC 及 NCF 评判,其中,NC 表示被正确估计的零系

数数目,NIC 表示系数中非零被估计为零的数目,NCF

表示系数中零与非零同时被正确识别的比例。 为方

便,本文将提出的自适应弹性网秩回归估计记为 R-

AEN,自适应弹性网最小二乘估计记为 LS-AEN,自

适应弹性网分位数估计记为 QR-AEN,L1 惩罚的秩

回归估计记为 R - L1,真实模型下所得估计记为

Oracle,考虑 σ= 0. 5 和 σ= 0. 7 两种情形。

07
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表 1　 σ=0. 5 下各方法的模拟结果

Table
 

1　 Simulation
 

results
 

of
 

all
 

methods
 

for
 

σ=0. 5

样本

容量

误差

分布
方　 法 NC NIC NCF

FWSE

( × 100)

N(0,1) LS-AEN 4. 760 0 0. 910 5. 104

QR-AEN 4. 860 0 0. 865 4. 601

R-L1 3. 945 0 0. 455 6. 509

R-AEN 4. 995 0 0. 995 2. 753

Oracle 5 0 1 2. 663

200 t3 LS-AEN 4. 585 0 0. 805 9. 709

QR-AEN 4. 555 0 0. 615 9. 281

R-L1 3. 865 0 0. 445 12. 098

R-AEN 5 0 1 3. 709

Oracle 5 0 1 3. 474

MN LS-AEN 4. 73 0 0. 860 7. 546

QR-AEN 4. 845 0 0. 860 6. 739

R-L1 3. 985 0 0. 475 7. 979

R-AEN 4. 995 0 0. 995 3. 698

Oracle 5 0 1 2. 716

N(0,1) LS-AEN 4. 965 0 0. 990 1. 817

QR-AEN 4. 995 0 0. 995 1. 895

R-L1 4. 020 0 0. 500 3. 449

R-AEN 5 0 1 1. 309

Oracle 5 0 1 1. 162

400 t3 LS-AEN 4. 786 0 0. 910 4. 815

QR-AEN 4. 820 0 0. 820 6. 665

R-L1 4. 095 0 0. 560 5. 035

R-AEN 5 0 1 2. 050

Oracle 5 0 1 1. 876

MN LS-AEN 4. 880 0 0. 945 3. 572

QR-AEN 4. 910 0 0. 915 3. 359

R-L1 4. 085 0 0. 520 4. 194

R-AEN 5 0 1 1. 675

Oracle 5 0 1 1. 452

表 2　 σ=0. 7 下各方法的模拟结果

Table
 

2　
 

Simulation
 

results
 

of
 

all
 

methods
 

for
 

σ=0. 7

样本

容量

误差

分布
方　 法 NC NIC NCF

FWSE

( × 100)

N(0,1) LS-AEN 4. 830 0 0. 855 12. 088

QR-AEN 4. 905 0. 005 0. 935 11. 401

R-L1 2. 880 0 0. 160 9. 740

R-AEN 4. 990 0 0. 990 4. 131

Oracle 5 0 1 3. 922

200 t3 LS-AEN 4. 555 0 0. 670 35. 405

QR-AEN 4. 690 0 0. 745 22. 682

R-L1 2. 390 0 0. 085 13. 845

R-AEN 5 0 1 6. 327

Oracle 5 0 1 5. 811

MN LS-AEN 4. 705 0 0. 750 22. 465

QR-AEN 4. 960 0 0. 965 11. 105

R-L1 2. 690 0 0. 140 9. 898

R-AEN 4. 995 0 0. 990 3. 536

Oracle 5 0 1 3. 202

N(0,1) LS-AEN 4. 920 0 0. 945 6. 273

QR-AEN 4. 990 0 0. 990 3. 257

R-L1 3. 275 0 0. 295 3. 928

R-AEN 5 0 1 1. 919

Oracle 5 0 1 1. 849

400 t3 LS-AEN 4. 775 0 0. 820 16. 373

QR-AEN 4. 980 0 0. 980 10. 839

R-L1 3. 140 0 0. 275 6. 817

R-AEN 5 0 1 2. 978

Oracle 5 0 1 2. 944

MN LS-AEN 4. 710 0 0. 770 12. 037

QR-AEN 4. 940 0 0. 942 6. 365

R-L1 3. 275 0 0. 265 4. 496

R-AEN 5 0 1 1. 971

Oracle 5 0 1 1. 949

17
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　 　 由表 1 和表 2 可知,所提出的 R-AEN 估计相

比其他 3 种方法表现更好,特别是对于厚尾( t3)或

异常值(混合正态)。 从模型复杂度方面看,所提出

的方法 NC 很大,随着样本量的增加很快地接近 5,

NIC 接近 0,NCF 接近 1,证实了所提方法能稳健有效

地识别零和非零系数。 Oracle 和 R-AEN 的 MSE 值

很接近,并且随着样本量的增大越来越接近,说明所

提方法的模型选择结果几乎接近于真实情况。 随着

样本量的增大,所有方法的 MSE 值越来越小,证明

所有方法是相合估计。 另外,R-AEN 处理强相关变

量具有更好的稳健性和显著性。 综上所述,新方法

能同时实现高效、稳健的模型选择,并且处理强相关

性数据的能力相对更好。

2. 2　 中证 100 指数据分析

本节重点讨论 R-AEN 在金融市场中的应用:

追踪中证 100 指数的表现。

指数追踪是良好的资产配置方法,该方法利用部

分成分股复制目标指数的表现。 此外,由于成分股与

目标指数之间存在复共线性,因此本文的指数追踪用

自适应弹性网秩回归方法进行研究。

所用数据来自西南证券金点子财富管理终端,

包含 2020-09-28—2020-12-22 的中证 100 指数以

及所有成分股 30
 

min 线收盘价,共 919 个观测值,

100 个协变量,能有效解决中证 100 指数的成分股

半年更新导致变量发生改变以及样本量 n < p 的问

题。 按指数与时间的关系将数据集分为两个部分,

训练集为前 1 / 3 部分数据,测试集为余下 2 / 3 部分

数据,由此建立高维模型。

分析过程中,令 xij 表示第 j 只成分股在第 i 次

观测时的收盘价, yi 表示第 i 次观测时的中证 100

指数。 通常可用如下线性模型描述 xij 与 yi 之间的

关系:

yi = ∑
100

j = 1
xijβ

^

j + εi,i = 1,2,…,313

研究者在股指追踪过程中为使成本最低,希望通

过成分股中较小的子集追踪指数的表现,因此需要进

行变量选择。 在使用自适应弹性网秩回归过程中,依

然固定惩罚参数 γ = 1 和 λ2 = 0. 01,然后利用 BIC

准则选定 λ1,由此选出合适数量的成分股 44 只。 根

据选好的协变量在训练集上建立模型,分别计算训练

集( U ) 和测试集( O ) 上的 MSE 值,内预测误差

(ISPE):
 

FISPE = ∑
t∈u

yt - y
^

t( ) 2 / | U | ;外预测误差

(OSPE):
 

FOSPE = ∑
t∈O

yt - y
^

t( ) 2 / O 。 · 表示模型

指数个数。 考虑同时应用 R -AEN,LS -AEN,QR -

AEN 及 R-L1
 4 种方法在训练集和测试集上分别计算

出 MSE 值,结果如表 3 和表 4 所示。 图 1 给出了测

试集上各方法的中证 100 指数收盘价的预测值。
表 3　 各种方法的内预测误差(FISPE)

Table
 

3　
 

Internal
 

prediction
 

error
 

(FISPE)
 

of
 

various
 

methods

LS-AEN QR-AEN R-L1 R-AEN

714. 955 644. 520 983. 508 611. 042

表 4　 各种方法的外预测误差(FOSPE)

Table
 

4　
 

External
 

prediction
 

error
 

(FOSPE)
 

of
 

various
 

methods

LS-AEN QR-AEN R-L1 R-AEN

882
 

664. 4 673
 

309. 5 2
 

351
 

449. 0 180
 

693. 3
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图 1　 各种方法在测试集上得到的预测值

Fig.
 

1　 The
 

predicted
 

values
 

obtained
 

by
 

various
 

methods
 

on
 

the
 

test
 

set

一种估计方法 F ISPE 和 FOSPE 越小,说明此方法

的预测精度越高。 由表 3 和表 4 知,
 

R-AEN 方法

的内预测误差为 611. 042,明显小于其余 3 种方

法;R-AEN 方法的外预测误差为 180
 

693. 3,明显

小于其余 3 种方法。 说明 R-AEN 方法所选模型

预测效果最佳。 图 1 可以直观地看出:
 

R-AEN 方

法值曲线与观测值曲线更接近,说明预测效果最

佳,同时也说明,R -AEN 方法对重要协变量的选

择更加准确。

3　 结　 论

本文基于自适应弹性网和秩估计提出了稳健且

有效的变量选择方法。 通过数值模拟分析所得结论

表明:当数据含有异常值或厚尾分布,或协变量具有

强相关性时,所提 R-AEN 估计比现有方法更稳健

和有效。 本文仅从弹性网约束秩回归方面对变量选

择进行了研究,关于弹性网约束秩回归中调节参数

的选择还可进行研究。
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Robust
 

Variable
 

Selection
 

Based
 

on
 

Elastic
 

Network
 

Constraint
 

WEI
 

Shuang-wei
(School
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Mathematical
 

Science,
 

Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

In
 

the
 

era
 

of
 

big
 

data,
 

the
 

collected
 

data
 

often
 

contain
 

outliers
 

or
 

present
 

peak
 

and
 

thick-tails
 

and
 

strong
 

correlations
 

between
 

variables.
 

To
 

solve
 

this
 

problem,
 

an
 

efficient
 

and
 

robust
 

variable
 

selection
 

method
 

combining
 

rank
 

regression
 

and
 

Adaptive
 

Elastic
 

Net
 

is
 

proposed.
 

The
 

greatest
 

advantage
 

of
 

this
 

method
 

is
 

that
 

it
 

can
 

not
 

only
 

effectively
 

deal
 

with
 

the
 

strong
 

correlation
 

among
 

concomitant
 

variables
 

but
 

also
 

overcome
 

the
 

multicollinearity
 

problem,and
 

it
 

can
 

resist
 

the
 

influence
 

of
 

thick-tailed
 

distribution
 

or
 

outliers
 

to
 

achieve
 

robust
 

variable
 

selection.
 

In
 

the
 

aspect
 

of
 

numerical
 

calculation,
 

quadratic
 

approximation
 

and
 

Newton
 

iterative
 

algorithm
 

are
 

used
 

to
 

obtain
 

stable
 

numerical
 

solutions
 

of
 

the
 

new
 

variable
 

selection
 

method.
 

Simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

performs
 

better
 

than
 

the
 

existing
 

methods,
 

especially
 

for
 

thick-tailed
 

distributions
 

or
 

outliers.
 

Finally,
 

through
 

the
 

tracking
 

of
 

CSI
 

100,
 

an
 

important
 

stock
 

market
 

index
 

in
 

China,
 

it
 

is
 

further
 

demonstrated
 

that
 

this
 

method
 

has
 

a
 

good
 

performance
 

under
 

effective
 

samples.
Key

 

words:
 

rank
 

regression;
 

elastic
 

net
 

constraint;
 

robust
 

estimation;
 

variable
 

selection;
 

CSI
 

100
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