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关于一类图的邻点可区别全染色∗
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　 　 摘　 要：图 Ｇ 的一个正常全染色 ｆ 称为是邻点可区别的， 如果 Ｇ 中任何相邻点及其关联边的颜色集合

不同；对一个图 Ｇ 进行邻点可区别的正常全染色所用最少颜色数称为 Ｇ 的邻点可区别全色数， 记为 χ
ａｔ

（Ｇ）；给出了一类特殊图类的邻点可区别全色数．
关键词：正常全染色；邻点可区别全染色；邻点可区别全色数

中图分类号：Ｏ１５７．５　 　 　 文献标识码：Ａ　 　 　 文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１５）０２－００２３－０４

具有重要实际意义和理论意义的图的染色问题，是图论的主要研究内容之一．随着图的染色问题在现实

中被广泛应用，它逐渐成为众多学者研究的重要领域之一．起源于网络问题、生物学、信息科学、计算机科学

的点可区别边染色或强边染色是一个十分困难的问题．在文献［１，２］中，点可区别边染色和邻点可区别边染

色问题得到进一步研究．张忠辅教授在文献［３］中提出邻点可区别全染色的概念．新的染色问题不断被提出，
与该问题相关的文献［３－９］中给出了邻点可区别染色、邻点可区别强全染色等染色的定义及其几类简单图

关于此染色的色数，并提出了一些猜想．此处所考虑的图都是有限简单无向图，用 Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）分别表示图 Ｇ
的顶点集、边集，Δ（Ｇ）表示图 Ｇ 的最大度，所用的未说明的图论术语与记号参见文献［９］ ．

１　 相关定义

定义 １［３］ 　 设图 Ｇ 是阶至少为 ２的连通图，ｋ 是正整数，ｆ 是 Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）到｛１，２，…，ｋ｝的映射，∀ｕ，
ｖ∈Ｖ（Ｇ），记 Ｃ（ｕ）＝ ｛ ｆ（ｕ）｝∪｛ ｆ（ｕｖ） ｜ ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝ ．

如果对∀ｕｖ，ｖｗ∈Ｅ（Ｇ），ｕ≠ｗ，有 ｆ（ｕｖ）≠ｆ（ｖｗ）；对任意 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），有 ｆ（ｕ）≠ｆ（ｖ），ｆ（ｕ）≠ｆ（ｕｖ），ｆ（ｖ）≠
ｆ（ｕｖ），则称 ｆ 为图 Ｇ 的 ｋ－正常全染色；进一步，如果 ｆ 还满足对任意 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），则称 ｆ 为图

Ｇ 的 ｋ－邻点可区别全染色（简记为 ｋ⁃ＡＶＤＴＣ），称 ｍｉｎ｛ｋ ｜Ｇ 有 ｋ－邻点可区别全染色｝为图 Ｇ 的邻点可区别全

色数，记为 χ
ａｔ（Ｇ），其中 Ｃ（ｕ）称为点 ｕ 在 ｆ 下的色集合．

定义 ２［１０］ 　 设图 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ（ｈ≥２，ｍ，ｎ≥１）是由长为 ｈ 的路连接一个 ｍ 星图中心和一个 ｎ 星图的中心所得

到的图，其中：
Ｖ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ） ＝ ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｍ｝ ∪ ｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｈ－１，ｐｈ，ｐｈ＋１｝ ∪ ｛ｕ１，ｕ２…，ｕｎ｝

Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＝ ｛ｖ１ｐ１，ｖ２ｐ１，…，ｖｍｐ１｝ ∪ ｛ｐ１ｐ２，ｐ２ｐ３，…，ｐｈ－１ｐｈ，ｐｈｐｈ＋１｝ ∪



｛ｕ１ｐｈ，ｕ２ｐｈ，…，ｕｎｐｈ，ｕｎｐｈ＋１｝

２　 引　 理

引理 １　 若 Ｇ 有两个相邻的最大度顶点，则
χ
ａｔ（Ｇ） ≥ Δ（Ｇ） ＋ ２

　 　 证明　 设 ｕ，ｖ 是 Ｇ 中相邻的两个最大度顶点，则对于 Ｇ 的任意一个 ｋ－邻点可区别全染色 ｆ 来说，Ｃ（ｕ）
和 Ｃ（ｖ）均有 Δ（Ｇ）＋１种颜色，而 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），因此要使 Ｇ 有 ｋ－邻点可区别全染色，必有 ｋ≥Δ（Ｇ）＋２，故结

论成立．
引理 ２［４］ 　 设 Ｐｎ 是 ｎ 阶的路，ｎ≥２，则

χ
ａｔ（Ｐｎ） ＝

３，ｎ ＝ ２，３
４，ｎ≥ ４{

　 　 引理 ３［４］ 　 设 Ｃｎ 表示 ｎ 阶圈，则

χ
ａｔ（Ｃｎ） ＝

５，ｎ ＝ ３
４，ｎ≥ ４{

　 　 引理 ４［４］ 　 对于 ｎ＋１阶星 Ｓｎ（ｎ≥３），有 χ
ａｔ（Ｓｎ）＝ ｎ＋１．

３　 主要结论及其证明

定理 １　 对于图 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ（ｈ≥２，ｍ，ｎ≥１），当 ｍ＝ｎ 时，有

χ
ａｔ ＝

ｍ ＝ ｎ ＝ １， χａｔ ＝ ４

ｍ ＝ ｎ 且 ｈ 是偶数， χａｔ ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １

ｍ ＝ ｎ 且 ｈ 是奇数， χａｔ ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １
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ï
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ï
ï

　 　 当 ｍ≠ｎ 时，有
χ
ａｔ ＝ Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ） ＋ １
　 　 证明　 分两种情况来加以讨论说明．

情况Ⅰ　 １） 当 ｍ＝ｎ＝ １，ｈ＝ ２时，图 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ就是一条 ４阶路，由引理 ２可知 χ

ａＴ ＝ ４．

２） 当 ｍ＝ｎ 且 ｈ 是奇数时，定义一个从 Ｖ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）到｛０，１，２，…，Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋２｝上的映射 ｆ 如下：

ｆ（ｐ ｊ） ＝ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２，ｊ≡０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｖｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，

２，…，ｍ； ｆ（ｕｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ ２，ｊ ≡ １（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋１，ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２） ｊ ＝ １，２，…，ｈ ．

当 ｍ＝ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ４， ｆ（ｖ２ｐ１） ＝ ２， ｆ（ｖ３ｐ１） ＝ ３； ｆ（ｕ１ｐｈ＋１） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ＋１） ＝ ２， ｆ（ｕ３ｐｈ＋１） ＝ ３．

当 ｍ＝ｎ≠３时，有 ｆ（ｖｉｐ１） ＝ ｍ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｍ； ｆ（ｕ ｊｐｈ＋１） ＝ ｎ － ｊ ＋ １，ｊ ＝ １，２，…，ｎ．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋２一正常全染色，又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ的

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋２－ＡＶＤＴＣ．

３） 当 ｍ＝ｎ 且 ｈ 是偶数时，定义一个从 Ｖ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）到｛０，１，２，…，Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１｝上的映射 ｆ 如下：

ｆ（ｐ ｊ） ＝ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２，ｊ≡０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｖｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，

２，…，ｍ；ｆ（ｕ１） ＝ １ｆ（ｕｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ ２，３，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝
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Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ．
当 ｍ＝ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ４， ｆ（ｖ２ｐ１） ＝ ２， ｆ（ｖ３ｐ１） ＝ ３； ｆ（ｕ１ｐｈ＋１） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ＋１） ＝ １， ｆ（ｕ３ｐｈ＋１） ＝ ３．
当 ｍ＝ｎ≠３时，有 ｆ（ｖｉｐ１） ＝ ｍ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｍ， ｆ（ｕｎｐｈ） ＝ １； ｆ（ｕｉｐｈ＋１） ＝ ｎ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１一正常全染色，又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ的

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．

情况Ⅱ　 １） 当 ｍ ＝ １，ｎ≠１（或 ｍ≠１， ｎ ＝ １）时，定义一个从 Ｖ （ Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ∪Ｅ （ Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）到 ｛ ０，１，２，…，

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１｝的映射 ｆ 如下：
子情况 Ａ 当 ｈ 为奇数时，有 ｆ（ｖ１） ＝ ２， ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ３； ｆ（ｐ ｊ） ＝ １， ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２，

ｊ≡０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｕｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２）， ｊ ＝ １，

２，…，ｈ － １； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ － １．

当 ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｕ１ｐｈ） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ） ＝ ２， ｆ（ｕ３ｐｈ） ＝ ３．
当 ｎ≠３时，有 ｆ（ｕ ｊｐｈ） ＝ ｎ － ｊ ＋ １， ｊ ＝ １，２，…，ｎ．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１一正常全染色．又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ

的Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．

子情况 Ｂ 当 ｈ 为偶数时，有 ｆ（ｖ１） ＝ ２， ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ３； ｆ（ｐ ｊ） ＝ １， ｊ≡１（ｍｏｄ ２）； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２， ｊ≡０（ｍｏｄ ２），

ｊ ＝ １，２，…，ｈ； ｆ（ｕ１） ＝ １， ｆ（ｕｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ ２，３，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ － １；

ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ － １．

当 ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｕ１ｐｈ） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ） ＝ １， ｆ（ｕ３ｐｈ） ＝ ３．
当 ｎ≠３时，有 ｆ（ｕｎｐｈ） ＝ １；ｆ（ｕｉｐｈ） ＝ ｎ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１一正常全染色，又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ的

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．

４） 当 ｍ≠ｎ 且 ｍ，ｎ≠１时，设 ｍ＜ｎ，定义一个从 Ｖ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）到｛０，１，２，…，Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１｝的映射 ｆ

如下：
子情况 Ｃ 当 ｈ 为奇数时，有 ｆ（ｐ ｊ） ＝ １， ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２， ｊ≡０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，

２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｖｉ）＝ ｉ ＋ １，关 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， ｆ（ｕｉ）＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１）＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），

ｊ ＝ １，２，…，ｈ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２） ｊ ＝ １，２，…，ｈ．

当 ｍ＝ ３时，有 ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ４， ｆ（ｖ２ｐ１） ＝ ２， ｆ（ｖ３ｐ１） ＝ ３．
当 ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｕ１ｐｈ＋１） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ＋１） ＝ ２， ｆ（ｕ３ｐｈ＋１） ＝ ３．
当 ｍ，ｎ≠３时，有 ｆ（ｖｉｐ１） ＝ ｍ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｍ； ｆ（ｕ ｊｐｈ＋１） ＝ ｎ － ｊ ＋ １，ｊ ＝ １，２，…，ｎ．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１一正常全染色，又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ的

Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．
子情况 Ｄ 当 ｈ 为偶数时，有 ｆ（ｐ ｊ） ＝ １， ｊ≡１（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｐ ｊ） ＝ ２， ｊ≡０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，

２，…，ｈ ＋ １； ｆ（ｖｉ） ＝ ｉ ＋ １， ｉ ＝ １，２，…，ｍ， ｆ（ｕｉ） ＝ ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ） ＋ １，ｊ≡１（ｍｏｄ ２），

ｊ ＝ １，２，…，ｈ； ｆ（ｐ ｊｐ ｊ ＋１） ＝ Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ），ｊ≡ ０（ｍｏｄ ２），ｊ ＝ １，２，…，ｈ．

当 ｍ＝ ３时，有 ｆ（ｖ１ｐ１） ＝ ４， ｆ（ｖ２ｐ１） ＝ ２， ｆ（ｖ３ｐ１） ＝ ３．
当 ｎ＝ ３时，有 ｆ（ｕ１ｐｈ＋１） ＝ ４， ｆ（ｕ２ｐｈ＋１） ＝ １， （ｕ３ｐｈ＋１） ＝ ３．
当ｍ＝ｎ≠３时，有 ｆ（ｖｉｐ１） ＝ ｍ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｍ； ｆ（ｕｎｐｈ＋１） ＝ １， ｆ（ｕｉｐｈ＋１） ＝ ｎ － ｉ ＋ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．

显然 ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１一正常全染色，又因为∀ｕｖ∈Ｅ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）都有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ ｖ），所以 ｆ 是 Ｔ ｈ

ｍ，ｎ的

５２第 ２期 胡凤凤，等：关于一类图的邻点可区别全染色



Δ（Ｔ ｈ
ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．

综上所述，当 ｍ≠ｎ 且 ｍ，ｎ≠１时， ｆ 是 Ｔ ｈ
ｍ，ｎ的 Δ（Ｔ ｈ

ｍ，ｎ）＋１－ＡＶＤＴＣ．
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