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　　摘　要 :通过量子计算和量子信息理论中两个物理量 concurrence和 fidelity引入正算子方块积的概念 ,

类比序列积代数性质的相关结果 ,给出了方块积的一些代数性质和反例 ,并对不同 H ilbert空间之间保持

concurrence或 fidelity的变换进行了刻画.
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1994年 ,美国数学家 Foulis和 Bennett引进了抽象效应代数的概念来作为量子计算、量子测量的数学模

型 [ 1 ]
.其中量子测量是量子力学的主要内容之一.为了在实际中刻画效应的序列测量 , S. Gudder在文献 [ 2,

3 ]中引入了效应代数的序列积 ,并且研究了序列积的一些代数性质. S. H ill和 W. Wootter在文献 [ 4 ]中引入

了“concurrence ”的概念 ,用来得到一个关于量子纠缠信息的明显公式.“fidelity”是由 R ichard Jozsa为研究

转移概率 ( transition p robability)而引入的一个概念 [ 5 ]
.如今这两个物理量在量子计算和量子信息理论中占有

越来越重要的地位 [ 6 - 8 ]
.

先引进一些必要的记号和定义.记 H, K为复 H ilbert空间 , B (H)为 H上全体线性有界算子组成的 C
3
-代

数 , C1 (H)为 H上全体迹类算子的理想. B (H)上的全体正算子记为 B
+ (H)且 C

+
- (H) = C1 (H)∩B

+ (H) .

C
+

1 (H)中迹为 1的元称为 H上的密度算子 , H上的全体密度算子的集合记为 D (H) . 记 P1 (H)为 H上的全

体一秩投影算子的集合 ,它实际上是凸集 D (H)的极点. P1 (H)中的元又称为纯态. H上的满足 0≤A≤ I的

全体算子 A的集合记为ε(H) .

对 A, B∈C
+

1 (H) ,设λ1≥λ2≥⋯为正的迹类算子 AB A的特征值 (按重数计算 ) . A和 B的 Concur2

rence C (A, B )定义如下 :

C (A, B ) = m ax{ 0,λ1 - 6
j >1

λj }

　　H ilbert空间上正算子 A和 B的 fidelity F (A, B )定义为 :

F (A, B ) = tr AB A

　　从上面的讨论可以看出 ,运算 (A, B ) → AB A出现在上面考虑的两个概念的定义中.因此 ,自然而然

地引入下面的记号 [ 9 ]
,对任意正算子 A, B ,按如下公式给出它们的方块积 :

A◇B = AB A



1　方块积的运算

很明显 ,方块积满足下面的运算性质 :

0◇A = 0, I◇A = A◇I = A
1
2 , (λA )◇B = A◇ (λB ) =λ

1
2 (A◇B ) , Πλ≥ 0

　　在文献 [ 2 ]中引入了序列积的概念 ,序列积在量子测量理论中占有重要的地位.很容易看到序列积和方

块积它们两者之间的联系 A◇B = A○B.

　　对于序列积 ,在文献 [ 3 ]中证明了若 A, B∈ε(H) ,则 A○B = B○A Ζ AB = BA .对于方块积 ,有相同的

结论 :

定理 1　若 A, B∈B
+ (H) ,则 A◇B = B◇A Ζ AB = BA.

证明　对于 A = 0或者 B = 0或者 A = B = 0的情况 ,证明是容易的.不妨设 A, B≠0,令 A1 =
A
‖A‖

,

B 1 =
B
‖B‖

,则 A1 , B 1 ∈ε ( H ) , A = ‖A‖A1 , B = ‖B ‖B 1 ,且 A1 ◇B 1 =
1

‖A‖‖B‖
A◇B , B 1 ◇A1 =

1

‖A‖‖B‖
B◇A.故 :

A◇B = B◇A Ζ A1◇B1 = B1◇A1 Ζ A1○B1 = B1○A1 Ζ A1B1 = B1A1 Ζ AB = BA

　　对于结合律 ,在文献 [ 2 ]中证明了若 A, B∈ε(H) ,则 :

A○ (B○C) = (A○B )○C ( Π C ∈ε(H) ) Ζ AB = BA

　　一个自然的想法就是对于方块积是否有同样的结论呢 ?也就是说若 A, B∈B
+ (H) ,是否有 :

A◇ (B◇C) = (A◇B )◇C ( Π C ∈B
+ (H) ) Ζ AB = BA (1)

很遗憾 ,下面的例子说明式 (1)不成立.

例 1　取 A =
1
2

I, B = C = I,虽然 AB =BA,但 :

A◇ (B◇C) = A
1
2 B

1
4 C

1
4 =

1

2
I, (A◇B )◇C = A

1
4 B

1
4 C

1
2 =

1
4

2
I

从而得到 A◇ (B◇C) ≠ (A◇B ) ◇C.从这个例子可以看出式 (1)是错误的 ,但是有下面的结论.

定理 2　设 A, B∈B
+ (H)且 AB = BA ,则 :

A◇ (B◇C) 2
= (A◇B ) 2◇C, Π C ∈B

+ (H)

即 A◇ (B○C) = (A○B )◇C.

证明　通过计算易得 :

(A◇B ) 2◇C = ( (A
1
2 BA

1
2 )

1
2 C (A

1
2 BA

1
2 )

1
2 )

1
2 = (A

1
2 B

1
2 CB

1
2 A

1
2 )

1
2 = A◇ (B◇C) 2

　　对于分配律 ,在文献 [ 2 ]中证明若 A, B ∈ε(H) ,则 :

B = (A○B ) + ( I - A )○B Ζ AB = BA

　　对于方块积是否也有同样的结论呢 ?也就是说若 A, B ∈B
+ (H)且 A≤I ,是否有 :

B = A◇B + ( I一 A )◇B Ζ AB = BA (2)

很遗憾 ,下面的例子说明 (2)不成立.

例 2　取 A =
1
2

I, B = I ,虽然 AB = BA ,但 A◇B + ( I - A )◇B = 2 I≠I =B.但是有下面的结论.

定理 3　设 A, B ∈B
+ (H)且 A≤I,若 AB = BA ,则 :

B = A
2◇B

2
+ ( I - A ) 2◇B

2
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　　证明　若 AB = BA ,则 :

A
2◇B

2
+ ( I - A ) 2◇B

2
= (AB

2
A )

1
2 + ( ( I - A ) B

2 ( I - A ) )
1
2 = AB + ( I - A ) B = B

　　一般地 ,等式

C◇ (A + B ) = C◇A + C◇B (3)

不成立.

例 3　取 A =λP, B =μP, C = C ,λ,μ≥0,且 P, C∈B
+ (H) ,则 :

C◇ (A + B ) = C◇ ( (λ +μ) P) = (λ +μ)
1
2 (C

1
2 PC

1
2 )

1
2 ,

C◇A + C◇B =λ
1
2 (C

1
2 PC

1
2 )

1
2 +μ

1
2 (C

1
2 PC

1
2 )

1
2 = (λ

1
2 +μ

1
2 ) (C

1
2 PC

1
2 )

1
2 ≥ (λ +μ)

1
2 (C

1
2 PC

1
2 )

1
2

若 C = P≠0且λ,μ≠0,则 :

C◇ (A + B ) = (λ +μ)
1
2 P ≠ (λ

1
2 +μ

1
2 ) P = C◇A + C◇B

所以 ,在这种条件下 ,

C◇ (A + B ) ≠ C◇A + C◇B

但是有 C◇ (A +B ) = ( (C◇A ) 2 + (C◇B ) 2 )
1
2 ,并且能证明若 A, B , C两两可交换 ,则 :

C◇ (A + B ) ≤ C◇A + C◇B

首先来看一个引理.

引理 1　若 A, B∈B
+ (H)且 AB = BA ,则 A

1
2 +B

1
2 ≥ (A +B )

1
2 .

证明　由 A, B ∈B
+ (H) ,则 A

1
2 , B

1
2 ∈B

+ ( H) ,且 (A
1
2 +B

1
2 ) 2≥ (A + B ) ,开平方得到 A

1
2 + B

1
2 ≥ (A +

B )
1
2 .

定理 4　设 A, B , C ∈B
+ (H) ,则 :

( a) C◇ (A +B ) = ( (C◇A ) 2
+ (C◇B ) 2 )

1
2 ;

( b)若 A, B , C两两可交换 ,则 :

C◇ (A + B ) ≤ C◇A + C◇B

　　证明　 ( a)通过计算可得 :

( (C◇A ) 2
+ (C◇B ) 2 )

1
2 = (C

1
2 AC

1
2 + C

1
2 B C

1
2 )

1
2 = (C

1
2 (A + B ) C

1
2 )

1
2 = C◇ (A + B )

　　 ( b)由引理 1 ,通过计算得到 :

C◇A + C◇B = (C
1
2 AC

1
2 )

1
2 + (C

1
2 B C

1
2 )

1
2 ≥ (C

1
2 AC

1
2 + C

1
2 B C

1
2 )

1
2 = C◇ (A + B )

2　保持 concurrence或 fidelity的变换

在这一节中 ,推广文献 [ 9 ]中的定理 1和文献 [ 10 ]中的定理 1.

W igner定理 [ 11 ]设 H , K为可分复 H ilbert空间 ,Φ: P1 (H)→P1 ( K)为满射且满足 :

tr(Φ ( P)Φ (Q ) ) = tr( PQ ) ( Π P, Q ∈ P1 (H) )

则存在一个酉或反酉算子 U: H→K使得Φ可表示为Φ ( P) = U PU
3 ( Π P∈P1 (H) ) .

引理 2　设 A∈D (H) ,则下列结论是等价的 :

( a) C (A, A ) = 1;

( b) F (A, A ) = 1;

( c) A为一秩算子.

证明　参见文献 [ 9, 10 ].
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引理 3　若 P, Q ∈P1 (H) ,则 :

( a) PQ P = PQ P = tr( PQ ) P;

( b) C ( P, Q ) = F ( P, Q ) = tr( PQ ) .

证明　显然.

tr ( PQ )一般称为纯态 P和 Q之间的转移概率 ( transition p robability).

引理 4　设 A, B ∈P1 (H) ,则当且仅当 A = B时 C (A, B ) = 1.

证明　假设 A = B ∈P1 (H) ,则由引理 2有 C (A, B ) = 1.反之 ,设 C (A, B ) = 1 ,则存在单位向量 x , y∈

H使得 A = xá x, B = yá y,由引理 3可得 :

1 = C (A, B ) = tr(AB ) = |〈x, y〉|
2

= |〈x, y〉|

再根据 Cauchy2Schwarz不等式有 1 = |〈x, y〉|≤‖x‖‖y‖ = 1,故 y =αx,其中α∈C且 |α | = 1,从而 Π z

∈H:

B z = ( y á y) z = (αx á αx) z =〈z,αx〉αx =αα〈z, x〉x = ( x á x) z = A z

因此 A = B.证毕.

下面的结论给出了不同 H ilbert空间之间保持 concurrence或 fidelity变换的一般形式.

定理 5　设 H , K为可分复 H ilbert空间 ,Φ: D (H)→D ( K)为满射 ,则 :

C (A, B ) = C (Φ (A ) ,Φ (B ) ) ( ΠA, B ∈D (H) )

当且仅当存在一个酉或反酉算子 U: H→K使得Φ可以表示为Φ (A ) =UAU
3 ( ΠA ∈D (H) ) .

证明　必要性 :首先 ,由引理 2可以看到Φ把一秩算子映射为一秩算子 ,从而得到映射Φ: P1 ( H ) →P1

( K) .因为Φ: D (H)→D ( K)是满射 ,故 ΠV ∈P1 ( K) ,存在 W ∈D (H)使得Φ (W ) = V.注意到 C (W , W )

= C (Φ (W ) ,Φ (W ) ) = C (V, V ) = 1.再由引理 2有 W ∈P1 (H) .这就证明了Φ: P1 (H)→P1 ( K)为满射.由引

理 3和 W igner定理 ,存在一个酉或反酉算子 U: H→K使得 :

Φ ( P) = U PU
3 ( Π P ∈ P1 (H) )

　　下面证这个等式在 D (H)上仍然成立.设 A ∈D (H) .任取一单位向量 x ∈H且令 P = xá x ∈P1 ( H) .

易得 :

PA P = 〈A x, x〉P

由 U PU
3

=U xá U x,计算 :

〈A x, x〉= C ( P, A ) = C (Φ ( P) ,Φ (A ) ) = C (U PU
3

,Φ (A ) )

= C (U x á U x,Φ (A ) ) = 〈U
3Φ (A ) U x, x〉

由 x的任意性可得 A =U
3Φ (A ) U.因此 ΠA∈D (H) ,Φ (A ) =UAU

3
.

充分性 :设Φ (A ) =UAU
3 ( ΠA∈D (H) ) ,则 :

σ (Φ (A )◇Φ (B ) ) \ { 0} =σ Φ (A )Φ (B ) Φ (A ) \ { 0} = 　　　　　　　　　

σ ( (UAU
3 )

1
2 (UBU

3 ) (UAU
3 )

1
2 )

1
2 \{ 0} = (σ ( (UAU

3 )
1
2 (UBU

3 ) (UAU
3 )

1
2 ) )

1
2 \ { 0} =

σ (UBU
3

UAU
3 ) )

1
2 \ { 0} = (σ (AB ) )

1
2 \ { 0}

σ (A◇B ) \ { 0} =σ ( (A
1
2 BA

1
2 ) )

1
2 \ { 0} (σ (A

1
2 BA

1
2 ) )

1
2 \ { 0} = (σ (AB ) )

1
2 \ { 0}

　　 σ (Φ (A )◇Φ (B ) ) \ { 0} =σ (A◇B ) \ { 0} ( ΠA, B∈D (H) )

σ (Φ (A )◇Φ (B ) ) =σ (A◇B )

C (Φ (A ) ,Φ (B ) ) = C (A, B )

证毕.
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注 1　在定理 5中 ,如果 K = H,则可得文献 [ 9 ]中的定理 1,在这里没有假定变换Φ是单射.事实上 ,由

定理 5的证明及引理 4,很明显若Φ: D (H)→D ( K)为满射且使得 :

C (A, B ) = C (Φ (A ) ,Φ (B ) ) ( ΠA, B ∈D (H) )

则Φ: P1 (H)→P1 ( K)是双射.

类似地可以证明下面的定理 ,它是文献 [ 10 ]中定理 1的推广 ,在文献 [ 10 ]中假定的是 K = H.

定理 6　设 H , K为可分复 H ilbert空间 ,Φ: D ( H ) →D ( K)为一满射变换 ,则 F (A, B ) = F (Φ (A ) ,Φ

(B ) ) ( ΠA, B∈C
+

1 (H) ) ,当且仅当存在一个酉或反酉算子 U: H→K使得Φ可以表示为如下形式Φ (A ) =

UAU
3 ( ΠA∈C

+
1 (H) ) .
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Some algebraic properties of the ◇2products of positive operators
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Abstract: W e introduce the ◇2p roducts by considering two physical quantities ( namely, the concurrence and

fidelity) , which p lay an important role in quantum computation and quantum information. Then by comparing ◇2

p roduct with the sequential p roduct, we give some algebraic p roperties of◇2p roducts and some counter examp les.

Finally, we obtain a characterization of trans 2 formations that p reserve concurrence or fidelity between different H il2

bert spaces.

Key words: sequential p roduct;◇2p roduct; density matrix; p reservers
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