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摘要#针对迭代特征值最小二乘法不具备鲁棒性'提出一种

改进的统计分析方法'用于含有大量异常点的点云的平面拟

合
8

首先由移动最小二乘法拟合抽样点的近邻域平面'采用

最小平方中位数法选择拟合模型'将该模型作为初始模型调

用迭代特征值最小二乘法对点集拟合'通过逐渐剔除异常

点'不断精炼模型'最终得到较精确的平面模型
8

此算法克服

了一般向后剔除方法的缺点'具有了鲁棒性'且不失原方法

的精确性'同时提高了迭代收敛速度
8

关键词#平面拟合%最小平方中位数法%移动最小二乘法%迭

代特征值最小二乘法
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平面拟合算法是散乱点云的表面重建算法中最

基本步骤'多数表面重建算法建立在平面拟合的基

础上
8

文献*

%G#

+利用局部平面拟合计算法向量%文

献*

!G>

+拟合得到局部平面'将点云投影到该平面'

然后采用二维
@97JQEJ

V

剖分网格%文献*

;GA

+则采

用平面拟合提供参考域'在此平面上建立局部笛卡

儿坐标系'进一步拟合局部曲面
8

文献*

=GH

+更为详

细地阐述了研究散乱点云的平面拟合算法在其他方

面的应用'比如利用平面拟合的方法测试墙面的平

整度*

=

+

8

散乱点云的平面拟合属于统计学'如果一种统

计分析方法具有较高崩溃点'则是稳健的
8

一般认

为'崩溃点达到
;$!

的估计方法是鲁棒的
8

统计学的

逼近!工程上称为拟合"方法研究中'估值的精确性

和鲁棒性常相互抵触'而笔者通过对文献*

H

+的迭代

特征值最小二乘法的改进'提出了一种既不失原算

法的精确性又具有鲁棒性的平面拟合方法
8

本文涉及的统计方面的概念和方法定义如下#

@

一般噪声点#服从正态分布且偏离较小的噪

声点%

@

异常点#偏离较大(不服从正态分布的点%

@

鲁棒移动最小二乘法#移动最小二乘法与最

小平方中位数法!

79JDOI9PCJE6SD

K

QJR9D

'

,a3

"的结

合*

;GA

+

%

@

鲁棒迭代最小二乘#鲁棒移动最小二乘与迭

代最小二乘法*

H

+的结合!

)6XQDOCO9RJOC6E79JDO6S
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K

QJR9
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常用的平面拟合算法

常用的平面拟合算法有最小二乘法*

%G>

+

(移动

最小 二 乘 法*

;GA

'

"G%$

+ 以 及 特 征 值 最 小 二 乘
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最小二乘法

最小二乘法拟合平面可描述为#

给定点集
;
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的重心'

求过点
W

平面的法向
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'使得下式最小#
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应用最小二乘法'可得到矩阵
#
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的最小特征值对应的特征向量即可作为
"

的近

似值
8
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移动最小二乘法

,JENJDO9R

最先应用移动最小二乘法来局部拟

合曲面*

"

+

8

用于平面拟合去求解常系数'即采用具备

紧支性的加权最小二乘法拟合平面'则式!

%

"目标函

数改为
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将其取为

下式*
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式中#
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为
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到计算点
W

的距离%

8

为
+

的空间范

围
8

此权函数为减函数'即
;

%

距离
W

愈近'权值

愈大
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特征值最小二乘法

特征值法设平面方程为

&/

3

@

T

3

A[

5

>

2

$

!

;

"

要获得最佳拟合平面'应在条件
&

#

\@

#

\A

#

%̀

的约

束下'满足公式
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利用拉格朗日乘数法求函数极值'则首先组成函数
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'然后'
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分别对
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求偏导'并令偏导数为零'整理过程如下#
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则可由下式求解
3

的特征值#

3

5*

,

2

$

!

H

"
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3

为
![!

实对称矩阵'有
!

个实数特征值'则

根据文献*

H

+的推导知'最小特征值
*

ICE

对应的特征

向量即为平面方程的参数
&

'

@

'

A

'利用重心点可求

得
>8

"

!

迭代特征值最小二乘法

最小二乘法和特征值法不能处理有异常点存在

的情况%移动最小二乘法利用权函数减弱了异常点

的影响'却不能处理异常点较多的情况'所以这些算

法都不具有鲁棒性
8

针对此问题'官云兰等*

H

+提出一种平面拟合算

法'以特征值最小二乘法拟合平面'以此拟合平面为

参考'剔除残差较大的异常点'剩余点再次拟合平

面
8

重复该步骤'直到所余点都落入残差阈值之内'

得到最终的平面
8

此算法的优点是可以同时处理含

有一般噪声和少量异常点的点云'而且拟合得到的

估值模型更为准确*

H

+

8

为了测试该算法是否具有鲁棒性'从激光扫描

仪采集的点云中抽取几种样本数据'并使样本的异

常点含量逐渐增加'分别约为
#!

'

;!

'

"!

'

%#!

'

%;!8

利用这几种样本对文献*

H

+中的算法进行测

试'结果表明'在含量约为
#!

和
;!

时迭代
>

次'

"!

时迭代
;

次'均得到理想的拟合平面%而当含量

约为
%#!

和
%;!

时'迭代了
H

次'拟合所得平面明

显偏离真值'拟合崩溃
8

图
%

所示为异常点含量约为

;!

'

"!

和
%#!

时的拟合情况
8

可得出结论#该平面

拟合算法的崩溃点在
%#!

以下时'不具有鲁棒性
8

图
>

!

不同异常点含量的点云的平面拟合情况

?'
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?'&&')
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#")19&("
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(')&$#(%*='&B

*'--1:1)&"5(%)&(-(%&#'1:9

#

!

鲁棒移动最小二乘法

迭代特征值最小二乘法崩溃点较低的原因是#由

于异常点的干扰'使得迭代的初始模型的偏差过大'

%;!%
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造成异常点被认为是正常点而保留'而正常点被作为

伪异常点删除
8

所以'继续迭代也得不到准确模型
8

文献*

A

+提出了鲁棒的移动最小二乘法'一种向

前搜索的统计分析方法
8

该方法采用
,a3

估计初始

模型'依次引入残差最小的点来精炼模型
8

优点是崩

溃点可以达到
;$!

'具有鲁棒性
8

采用最小平方中位数法配合移动最小二乘法'

为迭代特征值最小二乘法寻找初始模型'解决迭代

特征值最小二乘法崩溃点低的缺点
8

#!!

!

HLB

估计初始平面

已知点集
;

`

4

;

%

'

% %̀

','

)

0取自未知平面

!

'

"

X

!
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;

为
;

%

的
Q

近邻域'采用移动最小二

乘法!式!

!

""对
"

X

!

;

%

"拟合'得到对应的平面
!

%
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!

"
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'

X

%
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X
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为重心点'

"

%

为法向量"'残差
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的

平方中位数
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I

'
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为
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其中'8-9表示内积
8

则最小残差平方中位数为

!!

6

I

'

%

2

ICE

)

%

2

%

8

;

9

5

X

%

'

"

%

9

#

'

!

;

9

7

;

!

%$

"

6

I

对应的平面
!`!

!

"

'

X

"即为对
0

估计的初始平

面
8

对
;

%

采用随机抽取的方法'设异常样本的含量

为
D

'那么抽取一次抽到异常样本的概率为
D

'随机

抽取
O

次'则抽到好样本的概率为
0 %̀GD

O

8

取

O %̀$$

'如果样本的异常含量为
;$!

'则
0

-

%8

#!"

!

估计方法的正确性测试

正常点的近邻域为无异常值仅包含一般噪声点

的点集'因此'采用移动最小二乘法对正常点的近邻

域拟合得到的平面'所对应的残差中值要比异常点

的小
8

下面通过实验来验证
8

首先'采用迭代特征值最小二乘法对异常点含

量为
#!

的点云拟合'得到
!

的精确估计
!

!

%然后'在

异常点含量分别为
;!

'

%;!

'

;$!

的点集中随即抽

取
%$$

个样本点'分别计算各样本点的残差中位数'

实验结果见图
#8

图中样本点到
!

!

的距离为横坐标'

残差的中位数为纵坐标'黑色虚线为异常界线!取

/ $̀:$#

"'黑色细实线为异常点的最小残差中位数'

每一折线变化处对应一个抽样点
:

可以看出'在黑色

细实线以下有大量距离
!

!

较近的点'则最小残差中

值对应的点一定是距
!

!

较近的正常点
:

实验结论#最小残差中位数法可以得到合理的

初始估计模型
:

然而'由于参与估值的近邻域点的数量较少'得

到的模型不够精确'所以'需要迭代特征值最小二乘

法对初始模型精炼
:

图
C

!

抽样点!

>XX

个"到
0

!

的距离与

残差中位数的关系
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精确鲁棒的迭代最小二乘平面拟合

算法

$!!

!

算法设计与实现

本算法是对文献*

H

+算法的改进
8

在迭代开始前

初始模型的拟合上'采用最小残差平方中位数法和

移动最小二乘法'然后采用迭代特征值最小二乘法

对初始模型精炼
8

算法步骤如下#

步骤
%

'从
;

中随机取一点
;

%

'并求
"

!

;

%

"%

步骤
#

'采用移动最小二乘法拟合
"

X

!

*%

"'得到

面
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"
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'

X

%

"

8

步骤
!

'求
;

中每一个点
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9

相对于
!

的残差平

方
6

9

'则残差平方集为
Y

4

6

9

0

8

步骤
>

'对
Y

4

6

9

0排序'记录残差平方中值
6

I

'

%

8

步骤
;

'重复步骤
%

&

>

'直到
;

中被随即抽取的

点达到
%$$

个'得到残差平方中值集
Y

4

6

I

'

%

0
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步骤
A

'选择
Y

4

6

I

'

%

0中的最小残差平方对应的

!
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"作为初始估值平面
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步骤
=

'由
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X

"得到特征值法所需的参数
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步骤
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'利用
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!

/

&

'

T

&

'

[

&

"'根据下式计

算每个点至拟合平面的距离#

(

>

%

2

&

!

/

%

5

/

&

"

3

@

!

T

%

5

T

&

"

3

A

!

[

%

5

[

&

" !

%%

"

!!

步骤
"

'利用式!

%#

"计算距离
>

%

的标准偏差
&

'

当
&(&

-

'执行步骤
%$

'否则跳至步骤
%%8

&

-

为平面

阈值'

&*&

-

'则所余点均为正常点
8

&2

!

>

%

5

>

&

"

.

!

>

%

5

>

&

"$!

)

5

%槡 " !

%#

"

式中'

>

&

`

%

)

#

)

%̀ %

>

%

8

步骤
%$

'当
>

%

.

#

&

时'此点被认为是异常点'

删除%反之'则保留
8

步骤
%%

'利用所有保留下来的点重新计算
&

'

@

'

A

和重心
X

8

步骤
%#

'重复
#

&

;

步骤直到迭代中无异常点删

除为止
8

步骤
%!

'得到最佳的平面拟合方程
8

算法补充说明#当点云数据量大时'步骤
%

的近

邻域搜索可以采用点云分块技术加速*

#G!

+

8

近邻域的

个数
Q

应根据点云的整体噪声情况输入'对于噪声含

量较大的点集'

Q

应取大一些
8

对噪声含量达到
;$!

的点集'

Q

取为
>$

'得到较好的效果
8

本算法在原算法

基础上增加了平面阈值的控制!取
&

-

$̀:$$%

"'当标

准差
&*&

-

'已经得到较精确的估计模型'无须继续迭

代
8

图
!

'

>

所示为本算法对异常点含量
;$!

以上的点

集进行平面拟合过程中的阶段性成果
8

图
D

!

所抽取的
>XX

个样本及其近邻域拟合的平面法矢

?'

6

@D

!

IB1)(:5"#9(-

,

#")19$(::19

,

()*')

6

&(&B1

!N)1":19&)1'

6

B8(:9(->XX9"5

,

#19

!!

图
>

中
Q

的初始平面和最终拟合平面方程系数

分别为
$8HH$$H=

'

G$8>=!";=

'

$8$#H>">

'

;8!!A$"

'

和
$8H=>A

'

G$8>H>A

'

G$8$%$=

'

;8!=;>8

最终拟合

得到的平面同异常点为#

#!

时的的平面与仅采用文

献*

H

+的迭代特征值法求解的平面!

$8H=>=

'

G$8>H>A

'

$8$%$"

'

;8!=;>

"基本相等
8

表明本方法的

改进并不影响原算法的精度
8

图
G

!

最小残差平方中位数对应的初始平面与

最终拟合的平面

?'

6

@G

!

IB1')'&'"#

,

#")1$B(91)8

<

3MS")*

&B1%#&'5"&1

,

#")1

$!"

!

算法的时间复杂度分析

对
)

个点的
Q

近邻域搜索的时间复杂度为

#

!

)\Q76

L

)

"

*

#

+

'现只随机抽样了
O

!

O

为常数"

个点'则
O

个点的
Q

近邻域时间复杂度为
#

!

QO

"

:

在步骤
#

到步骤
>

的残差平方中值中'选择采

用
5\\

标准模板库
EOM

)

979I9EO

模版函数'平均时

间复杂度为线性'步骤
;

中将步骤
#

'

!

'

>

重复执行

O

次'所 以'其 平 均 时 间 复 杂 度 仍 为 线 性'

即
#

!

)O

"

8

在步骤
A

中从
O

个残差平方中值中'选择最小

的'时间复杂度为
#

!

O

"

8

步骤
=

进入迭代特征值最小二乘法'迭代次数

与输入的初始模型(点集噪声点的分布情况相关'所

以在点集未知的情况下'时间复杂度无法提前预估'

得到图
>

所示的最终平面模型仅迭代了
>

次
8

本算法在调用文献*

H

+算法前'进行了!

QO\

)O\O

"次数量级的基本运算'则时间复杂度也进

行同数量级合并'即为
#

!

)O

"

8

所以'本算法比文献

*

H

+的算法时间复杂度增加了
#

!

)O

"!本算法取

O %̀$$

"

8

$!#

!

算法应用测试

地面三维激光扫描仪获取的数据常是噪音大(

分布相对均匀的点云数据'本算法可以用于此类点

云的平面搜索或表面重建算法中
8

为测试算法'采用
,9CNJZ@3!$$$

地面三维激

光扫描仪采集了同济大学旭日楼门洞的点云数据'

接着对点云数据进行了平面搜索实验
8

在删除前次

!;!%
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!

平面拟合所使用的点后'继续下一个平面的拟合'则

可以搜索点云中的更多平面
8

当所得平面的拟合点

数少于某设定阈值时'终止平面搜索
8

图
;

所示为平

面搜索的实验结果'按搜索到的先后顺序依次编号
8

图
H

!

散乱点云的平面搜索实验

?'

6

@H

!

IB1&19&(-

,

#")191":$B')&B19$"&&1:1*

,

(')&9

&

!

结语

迭代特征值最小二乘法*

H

+的优点是考虑了三个

方向的误差'适用于一般的噪声点和少量异常点的

情况'缺点是不具有鲁棒性
8

笔者对其的改进算法能

够适用于异常点达到
;$!

的点集'具有鲁棒性'同时

为原算法提供了一个较好的初始模型%采用平面阈

值作为迭代结束的条件'既不失原拟合算法的精确

性'又加快了原算法的收敛速度%克服了一般的向后

剔除法不具鲁棒性的缺点*

A

'

%#

+

'与依次引入残差最

小点的向前搜索算法*

A

+相比'效率和精度更高
8

最小平方中位数法的缺陷是对于有大量正常点

聚集的分布极度不均匀的点集'会造成模型估计失

败
8

但激光扫描仪获取的点云分布相对比较均匀'所

以'本算法没有考虑此类问题
8

如果为鲁棒移动最小二乘法和迭代最小二乘法

选择不同的拟合函数'可将这种精确而又具有鲁棒

性的统计分析方法用于曲线曲面拟合等方面
8
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