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摘要：【目的】探寻一种理论值与实验值接近的低能跑动耦合常数的形式，比较几种低能跑动耦合常数形式对低

能常数的影响。【方法】选取３种低能跑动耦合常数的形式及其变形，利用已有的耦合常数和低能常数的关系，

数值计算出低能常数并与实验值作比较。【结果】发现１种与实验符合的低能跑动耦合常数的可能形式，并给出

低能常数新的理论预言值。【结论】对于跑动耦合常数低能部分是一个平台的情况，无论其二阶导数是否连续，

数值结果对低能常数的影响均较小，并且绝对值都系统地偏大；对于给出的低能耦合常数不是平台的形式，可以

通过对参数的调节使得计算的低能常数与实验结果相符。
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０　引言

　　【研究意义】自然界存在四种相互作用，作用的强
弱用耦合常数来描述。耦合常数会随着动量标度的
改变而改变，又称为跑动耦合常数。对于强相互作
用，跑动耦合常数随着动量标度的增加而减小，称为
强相互作用的渐进自由效应［１，２］。对于高能端，理论
上已经给出跑动耦合常数到四圈图的结果［３，４］。然
而由于强相互作用在低能端耦合常数比较大，不能使
用传统的微扰理论计算，需要采用其他方法近似计
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算。赝标介子的手征微扰理论就是其中的一种［５～７］，
用于描述低能赝标介子的强相互作用。但是理论本
身并不能给出赝标介子手征有效拉氏量的系数（称为
低能常数）。从量子色动力学的第一原理出发，可以
得到夸克自能和低能常数的关系，而夸克自能可以由
耦合常数通过Ｓｃｈｗｉｎｇｅｒ－Ｄｙｓｏｎ方程给出［８，９］。如
此，可以将跑动耦合常数与低能常数联系起来，将低
能常数的结果作为低能跑动耦合常数是否符合实验

的一个判据。这还可以推测低能耦合常数的变化行
为，并给出低能常数的理论预言值。【前人研究进展】
通过理论计算或者对实验数据的拟合，已经得到了几
种低能耦合常数的形式［１０，１１］。低能常数与夸克自能
的关系、夸克自能与耦合常数的关系都已有一定精度
下的理论结果［８，９］。通过耦合常数求低能常数的方
法已经被广泛采用。【本研究切入点】与通常的做法
相反，通过比较低能常数理论结果与实验值的符合程
度，可以对低能耦合常数进行预测。【拟解决的关键
问题】研究低能耦合常数的变化行为、连续性、光滑性
对低能常数的影响。

１　低能跑动耦合常数的形式

　　计算低能常数采用的耦合常数形式由文献［１０］
给出，是一种分段形式：

　　αｓ（ｐ２）＝ １２π
１１　Ｎｃ－２　Ｎｆ

×

ａ，ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ）≤ｃ，

ａ－ｂ（－ｃ＋ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ））２，ｃ≤ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ）≤ｄ，

１／ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ），ｄ≤ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ
烅

烄

烆 ）。

（１）
其中ａ＝７，ｂ＝０．８，ｃ＝－２，ｄ＝０．５。这种形式的特
点是耦合常数的低能端是一个平台，传统的计算大都
采用这样的假设。

　　由于后文将要进行夸克自能和低能常数的计算
需要跑动耦合常数的一阶和二阶导数连续，但（１）式
给出的耦合常数只到一阶导数连续，二阶导数不连
续，可能会对低能常数的计算结果产生影响（文献［９］
中计算结果的绝对值偏大）。简单的方法是修改（１）
式中第二段的形式使αｓ（ｐ２）的二阶导数连续。由于
耦合常数的低能行为还不清楚，故采用不同于文献
［１０］猜测的另外一种连接方式也是合理的。计算发
现，调节参数ａ、ｂ、ｃ、ｄ和指数都不能使其二阶导数连
续。因此把第二段修改成

　　ａ－ｂ１（－ｃ＋ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ））ｎ１－ｂ２（－ｃ＋
ｌｎ（ｐ２／Λ２ＱＣＤ））ｎ２。 （２）
将ｃ、ｄ、ｎ１和ｎ２作为参数，ａ、ｂ１和ｂ２可通过各段边界

的二阶导数连续来确定。

　　此外，文献［１０］相对较早，故参考最近的文献
［１１］的（２）式，通过格点计算胶子传播子的形式。在

Ｈａｒｔｒｅｅ－Ｆｏｃｋ近似下胶子传播子Ｇμυ（ｐ）和耦合常数
具有关系：

　　αｓ（ｐ２）＝ ｇ
２

１２πｇ
μυｐ２　Ｇμυ（ｐ）。 （３）

由此得到的耦合常数形式：

　　αｓ（ｐ２）＝α０ｐ２ ｐ２＋Ｍ２

ｐ４＋（Ｍ２＋ｍ２）ｐ２＋λ４
， （４）

其中 Ｍ２、Ｍ２＋ｍ２ 和λ４ 的值分别为４．３０３ＧｅＶ２、

０．５２６ＧｅＶ２ 和０．４９２９ＧｅＶ４，α０为一个常数，在计算
过程中作为可调参数。但（４）式给出的耦合常数的渐
近行为与一圈图的计算结果不一致，这是因为此耦合
常数的形式只考虑胶子传播子的贡献。由于本文只
关注耦合常数低能端的行为，高能端的行为只要求对
计算结果影响不大即可。后文的计算表明，保留３位
有效位数时，不论是（１）式、（２）式还是（４）式给出的
耦合常数，高能端的行为都不会对低能常数的计算产
生影响（低能常数主要是由低能的耦合常数贡献）。
综上分析，我们可以通过低能常数反过来研究耦合常
数的低能行为。

２　计算结果及分析

　　基于跑动耦合常数的形式，通过Ｓｃｈｗｉｎｇｅｒ－Ｄｙｓ－
ｏｎ方程得到夸克自能Σ（ｐ２）。我们采用文献［８］中的
角近似方法得到夸克自能所满足的微分方程及边界

条件：

　　 （α
（ｘ）
ｘ
）′Σ″（ｘ）－（α

（ｘ）
ｘ
）″Σ′（ｘ）－３Ｃ２

（Ｒ）
４π

·

ｘΣ（ｘ）
ｘ＋Σ２（ｘ）

（α（ｘ）
ｘ
）′２ ＝０， （５）

　　Σ′（０）＝－３Ｃ２
（Ｒ）α（０）
８πΣ（０）

， （６）

　　Σ（Λ′）－３Ｃ２
（Ｒ）α（Λ′）
４πΛ′ ∫

Λ′

０
ｄｘ ｘΣ（ｘ）
ｘ＋Σ２（ｘ）＝０

， （７）

其中 ｘ ＝ ｐ２，Λ′ 是 积 分 截 断，这 里 取 Λ′ ＝
（１０３ΛＱＣＤ）２，ΛＱＣＤ可通过ｐ２阶的低能常数Ｆ０来决定，
并取Ｆ０ ＝８７ＭｅＶ（见文献［９］）。文献［８］中的（３５）

和（３６）式已给出由自能Σ（ｐ２）及其导数表示的到ｐ４

阶的低能常数。计算过程中取夸克的颜色Ｎｃ 和味道

Ｎｆ均为３，二阶Ｃａｓｍｉｒ算子Ｃ２（Ｒ）在大Ｎｃ近似下取
为Ｎｃ／２。通过（５）～（７）式算出夸克自能，并代入低能
常数的解析表达式中，即可得到低能常数的数值结
果。为了与实验结果作对比，将文献［１２］给出的低能
常数实验值列在表１中。

０１１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２２Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１５



　　首先改变（１）式中的各个参数，研究这些参数对
低能常数的影响。计算的结果列见表２，其中第２行
是文献［９］的结果。从表２中的结果可以看出，平台
高度 （ａ），左右边界范围（ｃ、ｄ）以及低能平台高度和
高能渐近行为的衔接方式（ｂ）的改变对低能常数影
响都不大。可见，采用这种类型的耦合常数，低能常数
对耦合常数的细节并不敏感，计算过程中允许耦合常
数出现较大的偏差，计算结果的稳定性高。但对比表

１和表２可以看出，低能常数结果的绝对值都偏大。因
此，我们猜测跑动耦合常数的低能部分可能不是平
台，或者这是由于二阶导数不连续产生的。

　　 为了研究二阶导数连续性的影响，将（１）式中间
段的衔接部分改为（２）式，计算结果见表３。为了便于
和原来的结果［９］进行比较，计算过程不改变ｃ和ｄ的
取值，只改变ｎ１，ｎ２的取值。从表３不难看出，ｎ１，ｎ２的
改变对低能常数的影响也不大。因此计算偏差不是
由于二阶导数不连续引起的，也不是由于连接方式造
成的。

　　以上的计算结果均不支持耦合常数的低能端是
一个平台的说法，因此我们尝试采用最新的耦合常数
形式（４）式。这种形式的耦合常数的低能端不是平
台，而且是无穷阶导数连续的，与（１）、（２）式给出的耦
合常数有很大的区别。计算过程中需要把ΛＱＣＤ 的数

值作为输入参数，文献［１３，１４］给出的结果均在

０．２５０ＧｅＶ左右。为了计算方便，下面的计算均取

ΛＱＣＤ ＝０．２５０ＧｅＶ。这种耦合常数下的低能常数的
数值结果列于表４。

　　从表４中可以看出，低能常数受α０ 的影响比较
大。当α０ 较大时低能常数甚至会反号，我们可以通过
这个性质将α０确定下来。由于α０＜０．５１５时计算结果
不自洽，故未将其列出。从表４中还可以看出，当α０＝
０．５２时可以得到与实验较为接近的数值结果。这时

αｓ（１．５ＧｅＶ）＝０．３９，与文献［１５］给出的结果αｓ（１．５
ＧｅＶ）＝０．３２相符。因此，我们猜测耦合常数低能端
可能与（４）式较为接近，可以将α０＝０．５２对应的数值
结果作为我们对低能常数新的理论预言值。
表１　低能常数的实验值

Ｔａｂｌｅ　１　Ｔｈｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｏｗ?ｅｎｅｒｇｙ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

１０３　Ｌ１ １０３　Ｌ２ １０３　Ｌ３ １０３　Ｌ４ １０３　Ｌ５

０．４±０．３　 １．４±０．３ －３．５±１．１ －０．３±０．５　 １．４±０．５
１０３　Ｌ６ １０３　Ｌ７ １０３　Ｌ８ １０３　Ｌ９ １０３　Ｌ１０
－０．２±０．３ －０．４±０．２　 ０．９±０．３　 ６．９±０．７ －５．５±０．７

　　同时本文也对自能函数的导数对低能常数的影
响做了研究。通过计算发现，对于低能行为采用（１）

表２　二阶导数不连续的耦合常数对低能常数的影响

Ｔａｂｌｅ　２　Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｔｗｏ　ｏｒｄｅｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｏｗ?ｅｎｅｒｇｙ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

ａ　 ｂ　 ｃ　 ｄ　 １０３　Ｌ１ １０３　Ｌ２ １０３　Ｌ３ １０３　Ｌ４ １０３　Ｌ５ １０３　Ｌ６ １０３　Ｌ７ １０３　Ｌ８ １０３　Ｌ９ １０３　Ｌ１０
７　 ０．８ －２　 ０．５　 １．２３　 ２．４６ －６．８７　 ０　 １．４８　 ０ －０．５１　 １．０２　 ８．８８ －７．４１
４　 ０．８ －２　 ０．５　 １．０９　 ２．１８ －５．９３　 ０　 １．５７　 ０ －０．５２　 １．０３　 ７．８４ －６．４９
１５　 ０．８ －２　 ０．５　 １．４５　 ２．９０ －８．２２　 ０　 １．４９　 ０ －０．５０　 １．０４　 １０．４１ －８．２９
７　 ０．４ －２　 ０．５　 １．２４　 ２．４７ －６．９０　 ０　 １．４８　 ０ －０．５１　 １．０２　 ８．９０ －７．４２
７　 １．５ －２　 ０．５　 １．２３　 ２．４６ －６．８６　 ０　 １．４８　 ０ －０．５１　 １．０３　 ８．８８ －７．４３
７　 ０．８ －３　 ０．５　 １．１７　 ２．３４ －６．４４　 ０　 １．５３　 ０ －０．５２　 １．０４　 ８．４３ －７．０４
７　 ０．８ －１　 ０．５　 １．２７　 ２．５５ －７．１３　 ０　 １．４７　 ０ －０．５１　 １．０２　 ９．１５ －７．５６
７　 ０．８ －２　 ０．３　 １．２６　 ２．５２ －７．０８　 ０　 １．４１　 ０ －０．５３　 １．０３　 ９．１５ －７．８３
７　 ０．８ －２　 １．５　 １．１４　 ２．２８ －６．２４　 ０　 １．６１　 ０ －０．４８　 １．００　 ８．２０ －６．６２
表３　二阶导数连续的耦合常数对低能常数的影响

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｗｉｔｈ　ｔｗｏ　ｏｒｄｅｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｏｗ?ｅｎｅｒｇｙ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

ｎ１ ｎ２ １０３　Ｌ１ １０３　Ｌ２ １０３　Ｌ３ １０３　Ｌ４ １０３　Ｌ５ １０３　Ｌ６ １０３　Ｌ７ １０３　Ｌ８ １０３　Ｌ９ １０３　Ｌ１０
３　 ４　 １．４３　 ２．８６ －８．１１　 ０　 １．４４　 ０ －０．５１　 １．０５　 １０．３３ －８．４８
４　 ５　 １．４０　 ２．８０ －７．９３　 ０　 １．４４　 ０ －０．５２　 １．０５　 １０．０９ －８．２７
５　 ６　 １．３７　 ２．７４ －７．７３　 ０　 １．４４　 ０ －０．５１　 １．０４　 ９．８５ －８．０８
６　 ７　 １．３４　 ２．６８ －７．５５　 ０　 １．４３　 ０ －０．５１　 １．０３　 ９．６２ －７．９１

表４　无穷阶导数连续的耦合常数对低能常数的影响

Ｔａｂｌｅ　４　Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｗｉｔｈ　ｉｎｆｉｎｉｔｙ　ｏｒｄｅｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｏｗ?ｅｎｅｒｇｙ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

α０ １０３　Ｌ１ １０３　Ｌ２ １０３　Ｌ３ １０３　Ｌ４ １０３　Ｌ５ １０３　Ｌ６ １０３　Ｌ７ １０３　Ｌ８ １０３　Ｌ９ １０３　Ｌ１０
０．５１５　 ０．７９　 １．５８ －３．３９　 ０　 １．７５　 ０ －０．２１　 ０．５０　 ６．０４ －３．３８
０．５２　 ０．７９　 １．５８ －３．４３　 ０　 ２．１４　 ０ －０．３７　 ０．８５　 ５．９４ －３．２９
０．５３　 ０．７９　 １．５７ －３．５５　 ０　 ２．１９　 ０ －０．５４　 １．０３　 ５．６６ －３．１１
０．５５　 ０．７８　 １．５５ －３．７８　 ０　 １．４２　 ０ －０．６６　 ０．７８　 ５．０６ －２．７３
０．６０　 ０．７２　 １．４５ －３．９８　 ０ －０．６３　 ０ －０．６２ －０．１９　 ３．７８ －１．９６
０．７０　 ０．５６　 １．１１ －３．４４　 ０ －２．１３　 ０ －０．３８ －０．９７　 ２．１８ －１．０１
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表５　自能的导数对低能常数的影响结果

Ｔａｂｌｅ　５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｓｅｌｆ?ｅｎｅｒｇｙ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｏｗ?ｅｎｅｒｇｙ　ｃｏｎｓｔａｎｔｓ

α０＝０．５２　 １０３　Ｌ１ １０３　Ｌ２ １０３　Ｌ３ １０３　Ｌ４ １０３　Ｌ５ １０３　Ｌ６ １０３　Ｌ７ １０３　Ｌ８ １０３　Ｌ９ １０３　Ｌ１０

Σ′，Σ″≠０　 ０．７９　 １．５８ －３．４３　 ０　 ２．１４　 ０ －０．３７　 ０．８５　 ５．９４ －３．２９

Σ′＝０，Σ″≠０　 ０．７６　 １．５２ －３．２７　 ０　 ２．１４　 ０ －０．３２　 ０．６８　 ５．６９ －３．００

Σ′≠０，Σ″＝０　 ０．７９　 １．５９ －３．４６　 ０　 ２．１５　 ０ －０．３８　 ０．８５　 ５．９６ －３．３２

Σ′＝Σ″＝０　 ０．７７　 １．５４ －３．３２　 ０　 ２．１５　 ０ －０．３２　 ０．６８　 ５．７６ －３．０７

式和（２）式平台的形式时，忽略自能的导数项对结果
影响较大。而对于（４）式的无穷阶导数连续的形式，
我们将计算结果列于表５中，其中α０ 取成０．５２。从
表５可以看出，自能的一、二阶导数对低能常数（除了

Ｌ８）的计算结果没有较大的影响。

３　结论

　　本文探索３种跑动耦合常数的形式对低能常数
的影响，发现对于跑动耦合常数低能部分是一个平台
的情况，无论其二阶导数是否连续，数值结果对低能
常数的影响均较小，并且绝对值都系统地偏大；对于
给出的低能耦合常数不是平台的形式，可以通过对参
数的调节使得计算的低能常数与实验结果相符。故
猜测跑动耦合常数的形式与（４）式接近，并将表４中

α０＝０．５２的结果作为低能常数的理论预言值。在对
自能和低能常数的解析计算过程中实际上都作了一

定的近似，所以解析表达式可能会有较大误差。但数
值计算过程中的输入参数很少，只有Ｆ０ 和ΛＱＣＤ，因
此理论有较高的预言性。特别是理论预言与实验精
度比较高的实验结果相符合，所以可以反过来给出实
验误差较大的低能常数相对精确的理论预言。
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