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柔性结构桥梁在非定常气动力作用下的近似周期解

张广军，　董　俊，　姚　宏，　邓　涛，　王相波栘

（空军工程大学理学院， 陕西西安，７１００５１）

摘要　以 Ｔａｃｏｍａ大桥为例，针对工程中一类柔性结构桥梁在非定常气动力作用下的非线性动
力学模型，在对其奇点类型和其周期运动存在性进行定性分析的基础上，利用谐波平衡法进行
了定量分析，得到了该系统稳态的近似周期解。 最后，通过数值仿真对理论结果进行了验证。
结果表明，当风速在某一个区域内时，所得到的解析结果和数值结果非常接近，且与定性分析的
结论一致。 此时，由于长时间的周期振动会造成结构疲劳破坏，甚至可能会严重影响桥梁结构
的安全，本文的研究结果在振动工程计算和理论设计中具有一定的指导意义。
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桥梁空气动力学是 ２０世纪 ６０年代发展起来的研究大跨度桥梁对自然气流反应的新兴科学［１ －２］ 。 颤振
稳定性分析是大跨度桥梁抗风设计中最重要的内容之一。 颤振中的非线性问题，尤其是由于耦合作用而产
生的非线性气动问题，往往被忽略掉或进行线性化处理［３ －９］ ，这对以往跨度不太大、刚度较大的桥梁是满足
工程需求的。 但是，随着桥梁跨度的增大、柔性的增加以及风与结构的相互作用增强，非线性耦合项对颤振
问题的分析越来越重要，需要重新考虑。 为此，Ｓｃａｎｌａｎ［７］

在 Ｂｏｈｍ［４］
已给出的完整的柔性结构节段力学模型

的基础上，以 Ｔａｃｏｍａ大桥为例，考虑扭矩系数为瞬时攻角和转速的函数，推导出结构与风耦合作用的非线性
气动力项，建立了新的非线性气动力模型。 同时，他给出了非线性失稳的临界速度，并在时域内给出了扭转
位移和时程曲线。 但其定性分析比较简单，仅给出了特定参数下周期运动的数值仿真。 Ｘｕ［１０］

虽然进行了奇

点类型分析，讨论了其周期运动的存在性和 Ｈｏｐｆ分岔、全局分岔等问题，但是没有给出其周期解的解析表达
式，仅给出了数值计算结果。 为此，本文研究了一个工程中的非线性动力学模型，运用常微分方程几何理论
对其进行动力学特性分析，并进行了数值仿真。

１　柔性桥梁系统的非线性气动力学模型及其特性分析

1．1　非线性气动力学模型
本文以 Ｔａｃｏｍａ大桥为例，桥梁的气动力模型如下［７，１０］ ：

ｄx１
ｄt ＝x２

ｄx２
ｄt ＝－ ξαωα－S３u２ －

s４
U x

２
２ x２ － ω２

α－s１U２ －s２U２x２１ x１
（１）

式中：s１ ＝０畅１１ρb
２L

I１ ，s２ ＝５畅１ρb
２L

１６I１ ，s３ ＝０畅３３ρb
５L

６４I１ ，s４ ＝４９５ρb
５L

６４I１ 。 文中涉及的基本参数为［７，１０］ ：桥宽 b ＝２畅８
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ｍ，桥长 L ＝８５３畅４４ ｍ ，单位长度质量 u＝８ ５００ ｋｇ／ｍ，回转半径 r＝４畅９２ ｍ，一阶圆频率ωα＝１畅１０５ ｒ／ｓ，阻尼
比 ξα＝０．０５，空气密度 ρ＝１畅２ ｋｇ／ｍ３ ，U为 Ｔａｃａｍａ大桥的风速，I１ 为广义转动惯量， I１ ＝２ur

２L
π 。

1．2　非线性动力学特性分析
１） 通过分析可知系统（１）含有 ３ 个奇点： R１ （ （ω２

α－s１U２ ） ／s２U２ ，０ ），R２ （ （ω２
α－s１U２） ／s２U２ ，０） ，

O（０，０），其中 R１ 和 R２ 是鞍点。
２） 令 T＝s３U２ －ξαωα，D＝ω２

α－s１U２，Δ＝T２ －４D 。 在 U＞０ 的情况下，关于点 O有下列结果：①当 U∈
（０，４０畅８０） 时，T ＜０ ，D ＞０ ，Δ＜０ ，点 O（０，０） 是稳定的焦点；②当 U∈（０，４０畅８０，２９０畅６８１） 时， T ＜０ ，
D＞０ ，Δ＜０ ，点 O（０，０） 是不稳定的焦点；③当 U＝２９０畅６８１时，D＞０ ，Δ＝０ ，点 O（０，０）是临界结点；④当
U∈（２９０畅６８１，∞） 时，D＞０ ，Δ＞０，点 O（０，０）是稳定（不稳定）的结点。

３）根据该模型的 Ｈｏｐｆ分岔分析和极限环的存在性定理，当 ０ ＜U－４０．８０虫１时，系统（１）还存在唯一的
稳定的极限环

［１１］ ，且极限环的频率为：ω２ ＝ω２
α－４０畅８０s１。 本文将重点对存在极限环的参数区间的周期振动

给出近似解析解。

２　柔性桥梁气动力模型的近似解析解

一般借助于各种近似方法来对非线性问题进行求解，本文采用谐波平衡法［１２］
来求解非线性振动问题近

似解析解。 方程（１）也可以改写为方程（２）：

x
¨
＋ξαωαx

·
－s２U２ x

·
－
s４
U x

·
＋ω２

αx－s１U２x－s２U２x３ ＝０ （２）

设方程（２）的一阶谐波平衡解为：
x＝Aｃｏｓθ ＋Bｓｉｎθ，　　θ＝ωt （３）

为了简化计算，将一阶谐波平衡解的基准频率以动力学特性分析中极限环的频率来代替，高阶谐波的频
率是该频率的整数倍。 通过分析，将式（３）代入式（２）并略去高阶谐波可得：

（ －Aω２ ＋ξαωαBω－s３U２Bω－
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４U ＋ω２
αA －s１U２A －３
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４ s２U
２AB２ ） ｃｏｓθ ＋（ －Bω２ －
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４ s２U
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式中 ＨＯＨ表示高阶谐波。 略去高阶谐波，令 ｃｏｓθ，ｓｉｎθ的系数等于零。 得：
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３s４AB２ω３

４U ＋ω２
αB －s１U２B －

３s２U２B３

４ －３
４ s２U
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（５）

求解方程组（５）得：

A＝ １
３s２U３ －３s４ω３ －（６s２U３ －s４U３ ）（s１U２ －ω２

α－s３U２ω＋ξαωαω＋ω２）U

B＝ －１
３s２U３ －３s４ω３ －（６s２U３ －s４U３ ）（s１U２ －ω２

α－s３U２ω＋ξαωαω＋ω２）U

由此可得柔性桥梁气动力模型的近似解析解：

x＝ １
３s２U３ －３s４ω３ －（６s２U３ －s４U３ ）（s１U２ －ω２

α－s３U２ω＋ξαωαω＋ω２）Uｃｏｓωt＋
－１

３s２U３ －３s４ω３ －（６s２U３ －s４U３ ）（s１U２ －ω２
α－s３U２ω＋ξαωαω＋ω２）Uｓｉｎωt

（６）

定性分析式（６）后可得：
当 U∈（４０．８０１，４０．８１６），近似解的相图为椭圆，系统将处于周期振动状态，近似解即为系统的周期解。

系统动力学特性分析表明，当 ∈（４０．８０１，４０．８１６）时存在唯一稳定的极限环，该近似解符合定性分析。
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当 U∈（６，４０．８０），近似解为一逐渐衰减的周期振动，并且逐渐衰减为静止状态。 系统动力学特性分析
表明，当 ∈（０，４０．８０）时系统收敛于焦点 O（０， ０），该近似解与该参数区间的振动状态定性一致。
当 U∈（０，６），近似解曲线相图远离稳定焦点 O（０， ０），理论表明：系统将处于不稳定状态，与动力学特

性分析中 ∈（０，４０．８０）系统处于稳定状态相矛盾，不符合定性分析。 这时风速较小，近似解析解不适合风速
较小时的情况，但此时几乎不会影响桥梁的结构稳定性。

３　数值模拟试验分析

以 Ｔａｃｏｍａ大桥为例，利用龙格—库塔法对系统（１）在某些参数区域下进行数值模拟，初步验证本文中
的近似解。 在 U ∈（４０．８０１，４０．８１６）时，分岔参数风速选取步长为 ０．００１，验证该参数区域下系统的近似解
析解与数值模拟解，发现每一组中两条封闭的轨线都吻合较好，其中误差最大的一组轨线误差为 ６．５４％。
以风速 U＝４０．８０４ ８１和风速 U＝４０．８０６ ８ 为例，初始值为（x１， x２ ） ＝（ －０．２０７ ８，０．２６５ ５）时，根据系

统的近似解析解与数值模拟解，分别画出系统（１）在 ２个参数情况下的相平面图，结果见图 １ －２。 图中虚线
是数值模拟得到的相图；实线是近似解曲线得到的相图。 图中，两条封闭的轨线非常接近，表明本文求得的
近似周期解是比较精确的，证实了该一阶谐波平衡解在该参数区域内的有效性和适用性。
在 U∈（６，４０．８０）时，分岔参数风速选取步长为 ０．００１，对该参数区域下系统的近似解析解与数值模拟

解进行验证，发现该近似解与该参数区间的振动状态基本一致。 以风速 U＝２０．０ 为例，初始值为（x１ ，x２ ） ＝
（ －３．０９６， ３．５４１）时，根据系统的近似解析解与数值模拟解分别画出系统（１）在该参数情况下的相平面图，
结果见图 ３ －４。 其中图 ４是图 ３的局部放大图。 图中近似解析解与数值模拟解基本重合，说明近似解析解
不但在定性上与其实际振动状态一致，而且在定量上也非常接近，误差比参数 U∈（４０．８０１， ４０．８１６）时更
小。 证实了该一阶谐波平衡解在该参数区域内的有效性和适用性。

图 １　在 U ＝４０．８０４ ８１ 时的相图
Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ

U ＝４０．８０４ ８１

图 ２　在 U ＝４０．８０６ ８ 时相图
Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ

U ＝４０．８０６ ８

图 ３　在 U ＝２０ 时的相图
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ

U ＝２０

图 ４　图 ３ 的局部放大图
Ｆｉｇ．４　Ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｚｏｏｍｉｎｇ －ｉｎ ｏｆ

Ｆｉｇ．３

４　结论

本文以 Ｔａｃｏｍａ大桥为例，利用理论分析和数值模拟的方法对柔性桥梁二维非线性耦合气动力模型进行
了分析。 初步得到以下结论：

１）通过谐波平衡法解析分析，该系统在 U ∈（４０．８０１， ４０．８１６）时，得到其周期解的近似表达式，并通过
数值模拟进行比较验证，所得到的解析结果和数值结果非常接近。

２）在 U∈（６，４０．８０）时，虽然系统的实际运动状态为逐渐衰减的振动，但是近似解析解与数值模拟解几
乎重合，说明近似解析解在定性和定量上与其实际振动状态一致，误差比参数 U∈（４０．８０１， ４０．８１６）时更
小。

３）由此可以看出，针对 Ｔａｃｏｍａ大桥，本文得到的近似解析结果和定性分析的结果在绝大多数情况下基
本一致，在以上 ２个参数区域内，所得结果可为该类柔性结构桥梁的振动研究提供理论参考。 但在 U∈（０，
６）时，不符合定性分析。 但这种情况下风速小，几乎不会影响桥梁的结构稳定性。 由于长时间的周期振动
会造成结构疲劳破坏，甚至可能会严重影响桥梁结构的安全，因此在工程中通过改变系统的其他参数或者对
其进行振动控制来避免桥梁在 U∈（４０．８０１，４０．８１６）时发生周期振动。
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