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机器不同时开工平行机排序问题的原始阈值算法
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摘! 要：对于机器不同时开工排序问题，研究 !台机器的情况，给出原始阈值算法 "#!（!）（其中 !为可选参数），并

证明当 ! $ ! % A
! 时原始阈值算法"#! ! % A( )!

的近似比为A & ! % A
! ，而且证明该界是紧的。由此推广原有文献中两

台机器的原始阈值算法。
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! ! 平行机排序问题是排序理论中研究最为活跃
的分支之一。经典的同型（ 5H:.<5>/(）平行机排序问
题可以这样描述：给定 ! 台同型平行机器 ’A，’"，

⋯，’!，和工件集 ( $｛(A，("，(+，⋯，()，⋯，(*｝，工件

() 在每台同型机上的加工时间都是 +)（ ) $ A，"，⋯，
*），通常也用 +) 表示工件本身而不再加以说明。各

工件相互独立，机器和工件都可在时刻零开始加工

或者被加工，每个工件只需在一台机器上不中断地

加工一次。排序的目标是使 ! 台平行机中完工时间
最大的那台机器的完工时间为最小。这里机器完工

时间是指在这台机器上加工的所有工件的加工时间

之和。

突破经典排序问题关于资源的类型、确定性、单

目标和正则性等基本假设涌现出来的，具有实际背

景的新型排序（现代排序）问题有很多很多，机器不

同时开工的平行机排序是其中重要的一种新型排序

问题［A］。虽然工件在时刻零可以开始加工，但是由于

机器有不同就绪时间，因而只有在机器准备就绪之

后才可以开始加工工件。在实际生产中机器的就绪

时间往往是不相同的。机器不同时开工的平行机排

序问题因其强烈的实际背景，受到广泛的关注。近十

多年来人们提出了大量的模型和算法［",*］。本文研究

这类排序问题的近似算法。设机器 ’-的就绪时间为

.-（ - $ A，"，⋯，!），不失一般性，令 .A " ." "⋯ "

.!。排序的目标还是使 ! 台平行机中完工时间最大
的那台机器的完工时间为最小。这时机器完工时间

是指机器的就绪时间与在其上加工的所有工件的加

工时间之和。

A 原始阈值算法
A/ A 原始阈值算法背景

"##*年谈之奕和何勇对于经典的机器有相同就
绪时间的两台同型号的平行机排序问题 ""#07/I 提

出原始阈值算法（J-57/( K2-:;2,(H D(3,-5<27）［"］，证
明算法的近似比为+ 1 "。这里算法 2的近似比定义为
02 $ 5.0

3
｛3 " A 4 02（ 5）$ 306"#（ 5），%5｝，其中

02（ 5）和 06"#（ 5）分别表示算法 2对于实例 5所得到
的目标函数值和最优目标值。本文把原始阈值算法

推广到新型的机器有不同就绪时间的多台同型号平

行机的情形。

原始阈值算法的基本思想是用所有机器的就绪

时间以及所有工件的总加工时间之和 #以及算法的
预期情况界 A & !（!为可选参数），确定出算法的上
下阈值。通常，它们的值分别取为

（A & !）#
!，（A % !

! % A）
#
!

在这里，不妨假定 .A $
#
!。根据文献［+］，这时可以

保证最优值大于等于
#
!。在算法的进行过程中，一旦

某时刻有（! % A）台机器的完工时间位于上下阈值
之间，那么第 !台机器的完工时间也一定位于上下
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阈值之间，由此算法的近似比可得到保证。把这种情

况称为正常终止。若不然，称之为异常终止。此时通

过对算法和最优解做进一步的分析来证明，算法的

目标函数值也不超过最优解的! ! !倍。算法安排工
件在总体上遵守所谓原始准则，即尽量把工件安排

在当前完工时间最小的机器上加工。此时，机器的当

前完工时间是指机器的就绪时间与在其上已加工的

所有工件的加工时间之和。

!" " 原始阈值算法 #$%（!）
如果存在还没有安排加工的工件，并且 & 是第

一个这样的工件，那么按如下步骤安排。

步骤 !#（正常终止准则）如果存在机器 ’(

（ ( ) !，⋯，%）把 &安排在其上加工时会使得 % * !

[ (
台机器的完工时间位于

! * !
% * )!

$
%，
（! ! !）$ ]%

中，那么就把 &安排在’(上加工。然后把剩余工件安

(排在唯一的完工时间小于 ! * !
% * )!

$
% 的机器上

加工，算法终止。

步骤 "#（异常终止准则）如果工件 &安排在任

何机器上加工都会使其完工时间大于
（! ! !）$

% ，那

么把 &和剩余的工件按 $%序安排加工。
步骤 &#（原始安排准则）安排工件 &在当前完

工时间最小的机器上加工。

根据原始阈值算法引入以下定义。

定义 !# 如果算法按异常终止原则终止，那么
必定存在工件 &+（! $ +$ ,），其被安排到某台机器
加工，这台机器在加工这个工件以前的完工时间一

定小于下阈值，在加工这个工件以后会使这台机器

的完工时间大于上阈值，把这样的工件 &+ 称为关键

工件。

由定义可得，关键工件 &+ 的加工时间一定大于

上下阈值之差。

引理 !# 若算法 #$%（!）按正常终止准则终

止，则
-#$%（!）

-.#$ $ ! ! !。

证明 # 显然有-.#$" $
%，若算法按正常终止准

则终止，则存在 % * ! 台机器，不妨记为 ’!，’"，⋯，

’%*!， [ (它们的完工时间位于 ! * !
% * )!

$
%，

（! ! !）$ ]% 之间，并且此后这% * !台机器不再加工

任何工件。另一方面，机器 ’% 的完工时间不超过

$ *（% * !）（! * !
% * !）

$
% )（! ! !）$%

所以 -#$%（!）$（! ! !）$% $（! ! !）-.#$。 证毕

定义 "# 如果对于选定的参数 !（’ / ! / !），
可使得算法的近似比为 ! ! !，而且所给出的近似比
不会再下降，那么把 ! ! !称为算法的紧界。

" 主要结论
在本节中，将给出原始阈值的一个近似比，并进

一步说明该界是紧的。不失一般性，假设 0% ) ’，这
是因为有下面的引理 "。
引理 "［(］# 若对所有满足 01, ) ’的实例 21，成立

-3（21）
-.#$（21）

$ 4，则对所有实例 2，都有 -3（2）
-.#$（2）

$ 4。

定理 !# 对任何 %" &，算法 (#$% % * ! )% 关

于 #%，0(#-)*+ 的紧界为 ! ! % * !
% 。

证明 # 为了简便起见，记- ) -#$%
%*!( )% 。首先证

明
-

-.#$ $
% * !
% 。不失一般性，令 $ ) %"，那么上阈

和下阈分别为 "% * ! 和 % * !。如果算法是异常终

止，那么结论自然成立。下面假设算法 #$ % * !( )%
是

正常终止。

情况一，把 &+ 安排在 ’, 上加工，并且是首个加

工的工件，那么 &+ 5 "% * !。这意味着，-.#$ " &+ 5

"% * !。采用反证法来证明 -
-.#$ $

% * !
% 成立。

假设
-

-.#$ 5 ! ! % * !
% 。此时，必存在一台机器的

完工时间 - 5（! ! % * !
% ）-

.#$ 5（"% * !）"
% 。记此

台机器最后完工的工件为 &，则其余 % * !台机器的
完工时间至少等于 - * &。于是

（% * "）（- * &）! - ! &+ $ $ （!）

从而得到 &"
（% * !）- ! &+ * $

% * " 。由

- 5（"% * !）"
% ，&+ 5 "% * !，$ ) %"

可得
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!"（" # !）（"" # !）" $ "（"" # !）# "#

"（" # "） %

#"# # $"" $ %" # !
"（" # "） （"）

由（!）式还可以得到

& # !$
’ # & # !(
" # " )

"" #（"" # !）"
" #（"" # !）

" # " *

"# # $"" $ &" # !
"（" # "） （#）

由（"）、（#）式，得出矛盾
&

&+,’ $
&
! * ! $ & # !

! $

! $ "# # $"" $ &" # !
#"# # $"" $ %" # !

) ! $ " # !
"

情况二，或者把 !( 安排在 -. 上加工，并且不是

首个加工的工件，或者把 !(安排在其他机器上加工。
此时有 !( % "。记 !( 开始加工的时间为 /，先证

明 / ) " # !
" !(。

假设 /"" # !
" !(。根据,’"（!）的算法，可知在

!(开始在某台机器加工时，其他" # !台机器的完工
时间都不会比这台机器小，这时有

’ %（" # !）" # !
" !( $（! $ " # !

" ）!( * "!( % ""

这与 ’ * "" 矛盾。

下面分两种情况讨论。

!）当 !( 是最后完工的工件时，

& * / $ !( ) ! $ " # !( )"
!( $ ! $ " # !( )"

&+,’

于是结论成立。

"）当 !( 不是最后完工的工件时，记此时最后完
工的工件为 !，其所在机器的完工时间为 &。将证明

&$ ! $ " # !( )"
&+,’。

假设& % ! $ " # !( )"
&+,’。由于&+,’" !( % "，

那么 & % ! $ " # !( )"
" * "" # !。 根 据

,’" " # !( )"
的算法，可知有 " # ! 台机器的完工时

间至少为 & # !。于是有
（" # "）（& # !）$ & $ / $ !( $ ’ （%）

因而，得知 ! "
（" # !）& $ / $ ,( # ’

" # " 。由于 & %

"" # !，!( % "，’ * ""，可得

!"
（" # !）& $ / $ !( # ’

" # " %

（" # !）（"" # !）$ "" # ! # ""

" # " * "" # "
" # " （&）

由（%）式还可以得出

& # !$’ # & #（/ $ ,）
" # " ) "" # "" $ ! # "" $ !

" # " )

"" # "" $ !
" # " * "" # "" $ !

" # " （$）

结合（&）、（$）式，可以得到矛盾
&

&+,’ $
&
! * ! $ & # !

! $

! $ "" # "" $ !
"" # "

) ! $ " # !
" 证毕

定 理 "’ 对 于 问 题 ,"，01#&()*， 算 法

,’" " # !( )"
所得的近似比是紧界。

证明 ’ 根据算法紧界的定义，只需举一个实例

2。对于此实例，有 &+,’（ 2） * "，而且 &,’" "#!( )" *
"" # !。

考察实例 0! * 0" * ⋯ * 0"#" * !
""，0"#! * 0" *

+，!! * " # !，!" * !
"，!# * !% * ⋯ * !" * !

""，

!"$! * !"$" * ⋯!"（"#!）"$! * !
"，!"（"#!）"$" * "，根据

算法 ,’" " # !( )"
对于此实例，有 &,’" "#!( )" * "" #

!。最优解是先安排 !! & -"，!"（"#!）"$" & -"#!，!1 &
-1#"，1 * #，%，⋯，"。然后，其余工件按 ,-序排列，可
得 &+,’（ 2）* "，于是结论成立。 证毕

# 结论
对于多于 " 台的机器不同时开工排序，给出原

始阈值算法，并进一步给出算法的紧界。在今后的

研究中，如何修正此算法使之应用于其它半在线排

序问题，从而给出此类问题更好的半在线算法将是

一项很有意义的工作。
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