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摘要:基于压缩感知理论,为解决稀疏信号恢复问题,在经典的FR共轭梯度法分析的基础上,给出一种基于谱梯度方法

的修正FR谱共轭梯度法,该方法结合了FR、DY、CD等6种经典共轭梯度法的共轭参数部分特点。另外,证明了所给方

法在 Wolfe线搜索下具有下降方向且全局收敛,通过与其他2种算法的数值结果比较显示,本文算法具有一定优势。同

时,信号重构结果表明,提出的方法重构信噪比高,耗时少,能有效的应用于稀疏信号的恢复问题。
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1 预备知识

利用压缩感知恢复信号,考虑方程组:

Ax=y, (1)
式中:A∈Rm×n,x∈Rn,y∈Rm。式(1)是一个欠定方程组,在压缩感知理论中,x 是n 维采集的信号,通过A 将

原信号压缩为m 维的y,由于m≪n,这就提高了存储和采样的效率。
稀疏信号重构问题在压缩感知理论中应用广泛,即利用式(1)中压缩后的向量y 恢复原始信号x。信号重构

是l0-范数优化问题,但是求解l0-范数最小化是NP难问题,计算量大且有时无法直接求解[1]。相关研究表明,
在一定条件下,l0-范数最小化问题可对应于如下的l1-范数问题:

min
 

x 1,s.t.
 

Ax=y, (2)
式中:A∈Rm×n 为观测矩阵,x∈Rn 为原始稀疏信号,y∈Rm 为观测向量。这样的转换是压缩感知研究中的一个

跃进[2-4]。
求解问题(2)可转化为求解l1-范数正则化问题[5]:

min
 

λ x 1+
1
2 Ax-y 2

2, (3)

式中:λ>0为正则化参数。由于 x 1 非光滑,借助文献[1]中的Nesterov光滑技术对 x 1 进行光滑化处理:

fτ(x)=∑
n

i=1
H(x(i)),

式中:H(y)=

y2

2τ
,y ≤τ

y -
τ
2
,y >τ












,τ>0为光滑参数。令F(x)=λfτ(x)+
1
2 Ax-y 2

2,则求解问题(3)转化为

求解无约束凸优化问题:

min
 

F(x)。 (4)
函数F(x)是可微的,梯度为�F(x)=λ�fτ(x)+AT(Ax-y),记gk=�F(xk)。
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解决问题(4)的方法有牛顿法、拟牛顿法、共轭梯度法等,其中共轭梯度法因具有数据储存占用空间小、迭代

简单的特点被普遍应用于求解大型无约束极小化问题。共轭梯度法的一般迭代格式如下:
xk+1=xk+αkdk, (5)

dk=
-gk,k=1,

-gk+βkdk-1,k≥2。 (6)

式中:xk 为第k次迭代点,αk 为步长,βk 为共轭参数,dk 为搜索方向。
经典的共轭梯度法可划分为2类:一类是Fletcher等人[6]提出的FR方法、Dai等人[7]提出的DY方法以及

Fletcher[8]提出的共轭下降法(CD),这些方法对应的共轭参数βk 的公式分别为:βFR
k =

gk
2

gk-1
2,β

DY
k =

gk
2

dT
k-1yk-1

,

βCD
k =

gk
2

-dT
k-1gk-1

。文中出现的yk-1 均为yk-1=gk-gk-1。以上3个方法具有很好的全局收敛性质,但数值表

现却欠佳[9]。另一类方法有Polak-Ribiere和Polyak[10-11]提出的PRP方法、Hestenes等人[12]提出的 HS方法以

及Liu等人[13]提出的LS方法,所对应的共轭参数βk 的公式分别为:βPRP
k =

gT
kyk-1

gk-1
2,β

HS
k =

gT
kyk-1

dT
k-1yk-1

,βLS
k =

gT
kyk-1

-dT
k-1gk-1

。这3种方法虽然数值表现优秀,但理论收敛性需要添加特定的条件才能证明[9]。

一直以来,为寻求一种计算性能良好、理论收敛性又较为满意的方法,许多学者不断探索,对共轭参数βk 进

行了大量研究,得到了诸多令人比较满意的结果。
21世纪初,Bergin等人[14]将共轭梯度法与谱梯度法进行结合,提出谱共轭梯度法,搜索方向为:

dk=
-gk,k=1,

-θkgk+βkdk-1,k≥2。 (7)

式中:θk 为谱参数。特别地,当θk≡1时,式(7)即为式(6)。近10年的研究结果表明,谱共轭梯度法比传统的共

轭梯度法计算效果更好[15-18],因此谱共轭梯度法成为研究者的热点研究课题之一。为了在谱方法和共轭梯度法

之间找到恰当的平衡以保持2种算法的计算优点,从而选择不同的θk 和βk,以此提高谱共轭梯度法的运算效率

与收敛结果[19]。
文献[20]讨论了如下2种参数的谱共轭梯度法,并结合了2种线搜索方法证明此方法是收敛的:

βk=
gT

k gk-
gT

kdk-1

dk-1
2dk-1  

gk-1
2 ,

θ(1)
k =

dT
k-1yk-1

gk-1
2,θ

(2)
k =θ

(1)
k -

gT
kdk-1

gk-1
2cos

2rk。 (8)

式中:rk 为向量gk 与dk-1 的夹角。另外,文献[20]也给出了谱共轭梯度法与FR共轭梯度法的数值结果的比

较,得出由式(5)、(7)、(8)所构成的谱共轭梯度法更有效。
基于文献[20]给出的共轭参数和谱参数修正方法,文献[21]讨论了如下2种参数的谱共轭梯度法,并证明

了这2种方法在 Wolfe搜索下的收敛性:

βk=
gT

k gk-
gT

kgk-1

gk-1
2gk-1  

max{gk-1
2,dT

k-1yk-1}
,θ1k=

dT
k-1yk-1

max{gk-1
2,dT

k-1yk-1}
,θ2k=θ1k-

gT
kdk-1

max{gk-1
2,dT

k-1yk-1}
cos2φk。

式中:φk 为向量gk 与gk-1 的夹角。文献[21]将提出的谱共轭梯度法与文献[20]中2个算法及FR共轭梯度法

的数值结果进行比较,显示文献[21]给出的方法迭代步数最少,用时最短。
基于上述方法,并结合6种经典的共轭梯度算法(即FR、DY、CD、PRP、HS和LS)的共轭参数βk 部分特点,

本文提出了一种修正FR谱共轭梯度法,简称XZFR算法。

2 XZFR算法

2.1 下降性及XZFR算法

本文给出的共轭参数和谱参数具体格式如下:
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βXZFR
k =

gT
k gk-

gT
kyk-1

yk-1
2yk-1  

max gk-1
2, dT

k-1yk-1,-gT
k-1dk-1 

, (9)

θk=
dT

k-1yk-1

max{gk-1
2,dT

k-1yk-1,-gT
k-1dk-1}

。 (10)

文中采用了标准的 Wolfe线搜索:

f(xk+αkdk)≤f(xk)+ραkgT
kdk, (11)

g(xk+αkdk)Tdk≥σgT
kdk。 (12)

式中:0<ρ<σ<1。

算法1 (XZFR算法)步骤1,给定初值x1∈Rn,δ∈ 0,
1
2  ,ε≥0,d1=-g1,k=1;

步骤2,若 gk ≤ε,停止;否则计算满足式(11)、(12)的 Wolfe线搜索准则的步长αk;
步骤3,计算xk+1=xk+αkdk。若 gk+1 ≤ε,停止;
步骤4,由式(9)、(10)分别式计算参数βk+1 及θk+1,由式(7)计算dk+1;
步骤5,k=k+1,转入步骤2。
引理1 考虑XZFR算法,其中{βk,θk,αk}分别由式(9)~(12)决定,则有dT

kgk<0且βk≥0。
证明 若k=1,d1=-g1,则有

dT
1g1=- g1

2<0 (13)

成立。假设对于k>1,有dT
k-1gk-1<0成立,由式(12)得dT

k-1yk-1=dT
k-1(gk-gk-1)≥(σ-1)gT

k-1dk-1>0。

设ψk 为向量gk 与yk-1 的夹角,则cos
 

ψk=
gT

kyk-1

gk yk-1
。

1)
 

当dT
k-1yk-1=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,对式(7)两端分别与gk 作内积,得:

dT
kgk=-θk gk

2+βkdT
k-1gk=-

dT
k-1yk-1

dT
k-1yk-1

gk
2+

gT
k gk-

gT
kyk-1

yk-1
2yk-1  

dT
k-1yk-1

dT
k-1gk=

- gk
2+

gk
2-
(gT

kyk-1)2

yk-1
2

dT
k-1yk-1

dT
k-1gk=- gk

2+
gk

2(1-cos2ψk)
dT

k-1yk-1
dT

k-1gk≤

gk
2(1-σcos2ψk)
dT

k-1yk-1
dT

k-1gk-1<0,

βk=
gT

k gk-
gT

kyk-1

yk-1
2yk-1  

dT
k-1yk-1

=
gk

2(1-cos2ψk)
dT

k-1yk-1
≥0。

(14)

2)
 

当 gk-1
2=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,有
gk

2

gk-1
2≥βk=

gk
2(1-cos2ψk)
gk-1

2 ≥0。

若βk>0,将式(7)两端分别与gk 作内积得:

dT
kgk=-θk gk

2+βkdT
k-1gk=-

dT
k-1yk-1

gk-1
2 gk

2+βkdT
k-1gk≤

βk(-dT
k-1yk-1)+βkgT

kdk-1=βkgT
k-1dk-1<0。 (15)

若βk=0,结合dT
k-1yk-1>0可知,dT

kgk=-
dT

k-1yk-1

gk-1
2 gk

2<0。

3)
 

当-gT
k-1dk-1=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,

βk=
gT

k gk-
gT

kyk-1

yk-1
2yk-1  

-gT
k-1dk-1

=
gk

2(1-cos2ψk)
-gT

k-1dk-1
≥0。 (16)
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同理,有 gk
2

-gT
k-1dk-1

≥βk≥0。

若βk>0,则有:

dT
kgk=-θk gk

2+βkdT
k-1gk=-

dk-1yk-1

-gT
k-1dk-1

gk
2+βkdT

k-1gk≤βk(-dT
k-1yk-1)+βkgT

kdk-1<0;

若βk=0,则有dT
kgk-1=-θk gk

2=-
dT

k-1yk-1

-dT
k-1gk-1

gk
2。由于dT

k-1gk-1<0且dT
k-1yk-1>0,因此有dT

kgk<0

成立。
由数学归纳法,∀k≥1,dT

kgk<0都成立,同时βk≥0成立。 证毕

定理1 考虑XZFR算法,步长αk 满足式(11)、(12)即 Wolfe线搜索条件,可得:

0≤βk≤
gT

kdk

gT
k-1dk-1

。 (17)

证明 前面已经证明βk≥0成立,下面证明式(17)的右端等式成立。

1)
 

当dT
k-1yk-1=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,有βk=
gk

2(1-cos2ψk)
dT

k-1yk-1
≤

gk
2(1-σcos2ψk)
dT

k-1yk-1

。

由式(14)的证明过程可得βk≤
gT

kdk

dT
k-1gk-1

。

2)
 

当 gk-1
2=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,由式(15)得,引理结论成立。

3)
 

当-gT
k-1dk-1=max{gk-1

2,-gT
k-1dk-1,dT

k-1yk-1}时,由式(16)得,引理结论成立。 证毕

2.2 全局收敛性

本文需假设H:
(H1) 水平集L={x∈Rn:F(x)≤F(x1)}有界;
(H2) 在水平集L1={x∈Rn:F(x)≤F(x1)}的一个邻域U 内,F(x)连续可微,梯度函数g(x)满足

Lipschitz条件,即存在常数L>0使 g(x)-g(y)≤L x-y ,∀x,y∈U。
引理2 (Zoutendijk条件)设目标函数F(x)满足假设 H,考虑XZFR算法,其中dk 满足dT

kgk<0,步长因

子αk 满足式(12)、(13),则有:

∑
k≥1

(gT
kdk)2

dk
2 <+∞。 (18)

定理2 若假设H成立,考虑XZFR算法,由 Wolfe条件(11)、(12)生成αk 且引理1成立,θk 是式(10)生成

的序列,则:
lim
k→∞

 
inf

 

gk =0。 (19)

证明 若假设式(18)不成立。设存在常数c>0,使得对任意的k≥1,有 gk ≥c,k=1,2,…
对式(7)移项,两端取模平方并结合式(17)可得:

dk
2=β2k dk-1

2-2θkdT
kgk-θ2k gk

2≤
(gT

kdk)2

(gT
k-1dk-1)2

dk-1
2-2θkdT

kgk-θ2k gk
2。

对上式两端同时除以(gT
kdk)2,得:

dk
2

(gT
kdk)2

≤
dk-1

2

(gT
k-1dk-1)2

-
2θk

gT
kdk
-
θ2k gk

2

(gT
kdk)2

=
dk-1

2

(gT
k-1dk-1)2

- 1
gk

+
θk gk

gT
kdk  

2

+
1

gk
2≤

dk-1
2

(gT
k-1dk-1)2

+
1

gk
2。

又因为
d1 2

(gT
1d1)2

=
1

g1 2,由上式递推得: dk
2

(gT
kdk)2

≤∑
k

i=1

1
gk

2≤
k
c2
,即
(gT

kdk)2

dk
2 ≥

c2

k
,从而∑

k≥1

(gT
kdk)2

dk
2 = +∞。

这与引理2矛盾,故式(19)成立。 证毕

3 数值实验

3.1 非线性方程组

为检测新方法的有效性,将对比经典FR算法和文献[21]中ZFR1算法,在文献[22]中选取算例,测试版本
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为 Windows
 

10专业版,Inter(R)
 

Core(TM)
 

i5-8250U
 

CPU
 

1.60
 

GHz
 

8.00
 

GB内存。文中搜索方法全部采用

标准 Wolfe线搜索,搜索参数为ρ=0.1,σ=0.9,ε=10-6,终止条件为 gk ≤ε。
从表1可以看出,与经典FR共轭梯度法和ZFR1算法相比,XZFR算法迭代步骤更少,运算时间更短,效果

更明显。

表1 算法的数值结果

Tab.1 The
 

numerical
 

results
 

of
 

the
 

algorithm

测试问题 维数 FR方法 ZFR1 XZFR

Quadratic
 

QF2
10 90/455/0.014

 

645 40/153/0.004
 

454 39/160/0.003
 

297

20 100/796/0.012
 

245 54/256/0.006
 

666 50/243/0.003
 

476

Generalized
 

Tridiagonal
 

2
10 190/1

 

140/0.025
 

134 16/50/0.005
 

681 11/37/0.005
 

3

150 — 18/58/0.006
 

298 13/42/0.005
 

47

Generalized
 

Tridiagonal
 

1

40 61/308/0.029
 

753 27/109/0.009
 

872 26/109/0.008
 

271

400 — 31/123/0.013
 

761 24/100/0.008
 

613

4
 

000 — 33/135/0.054
 

222 25/105/0.040
 

862

Extended
 

Himmelblau

10 24/126/0.006
 

442 20/101/0.004
 

699 18/97/0.003
 

283

500 25/132/0.015
 

154 24/121/0.016
 

299 19/103/0.004
 

94

1
 

000 25/132/0.019
 

065 24/121/0.018
 

243 21/114/0.005
 

37

10
 

000 29/153/0.074
 

884 26/131/0.145
 

101 21/114/0.046
 

308

  注:表中每个算法下的3组数据依次为对应算法迭代次数、目标函数迭代次数和CPU时间(单位:s)。

3.2 稀疏信号重构

为了测试XZFR算法在稀疏信号重构问题上的有效性,选取经典FR方法进行对比,主要测试随着原信号维

数的变化,均方误差、相对误差、信噪比以及时间的变化。设定m=
n
2
,x∈Rn 为稀疏度K= 0.05m (· 表示

向下取整)的原始稀疏信号,A∈Rm×n 为Gauss矩阵,观测向量为y=Ax+ω,其中ω 为均值为0、方差为10-4 的

随机 噪 声。测 试 中 各 参 数 取 值 为 λ=0.01,ρ=0.01,σ=0.9,τ0 =0.6,且 τk+1 =τk,终 止 条 件 为

f(xk+1)-f(xk)
f(xk+1)

<10-5。采用均方误差xMSE、相对误差e、信噪比rSNR 作为信号重构的评判标准:

xMSE=
1
n x-x*

2
2,e=

x*-x 2

x 2
,rSNR=10log10

x 2
2

x-x*
2
2  ,

式中:x*表示恢复信号。恢复结果如表2所示。

表2 信号恢复结果对比

Tab.2 Comparison
 

of
 

signal
 

recovery
 

results

m×n
FR XZFR

k xMSE e rSNR CPU时间/s k xMSE e rSNR CPU时间/s

312×624 259 4.76×10-5 0.042
 

5 27.432 4.953 150 1.77×10-5 0.025
 

9 31.718 2.656

624×1
 

248 265 4.33×10-5 0.033
 

8 29.427 19.531 171 1.54×10-5 0.020
 

2 33.893 7.265

1
 

248×2
 

496 203 1.32×10-4 0.059
 

0 24.587 51.375 168 1.72×10-5 0.021
 

3 33.428 30.000

2
 

048×4
 

096 285 7.71×10-5 0.045
 

3 26.875 200.92 165 1.37×10-5 0.019
 

1 34.377 73.609

图1为n=2
 

496时,FR算法原始信号与恢复信号的对比,图2为相同维数下XZFR算法的原始信号与恢复

信号的对比。图中星号与实线顶端重合表示信号恢复的效果较好。
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a 原始信号

b 测量信号

c FR算法信号恢复

d 原始信号与恢复信号对比

图1 FR算法信号恢复结果

Fig.1 FR
 

algorithm
 

signal
 

recovery
 

results

a 原始信号

b 测量信号

c FR算法信号恢复

d 原始信号与恢复信号对比

图2 XZFR算法信号恢复结果

Fig.2 XZFR
 

algorithm
 

signal
 

recovery
 

results
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通过对表2和图2的观察,XZFR算法恢复信号所用时间较短,步骤较少,相对误差和均方误差较小,信噪比

较大,信号恢复精度比较好,证明了将XZFR算法应用到稀疏信号恢复中是可行的。
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Abstract:
 

Based
 

on
 

compressive
 

sensing
 

theory,
 

it
 

aims
 

to
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

sparse
 

signal
 

recovery.
 

On
 

the
 

basis
 

of
 

the
 

analysis
 

of
 

the
 

classical
 

FR
 

conjugate
 

gradient
 

method,
 

a
 

modified
 

FR
 

spectral
 

conjugate
 

gradient
 

method
 

based
 

on
 

the
 

spectral
 

gradient
 

method
 

is
 

proposed.
 

This
 

method
 

combines
 

some
 

characteristics
 

of
 

conjugate
 

parameters
 

of
 

six
 

classical
 

conjugate
 

gradient
 

methods,
 

such
 

as
 

FR,DY,
 

and
 

CD.
 

Additionally,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

given
 

method
 

has
 

a
 

descending
 

direction
 

and
 

global
 

convergence
 

under
 

the
 

Wolfe
 

line
 

search.
 

Comparing
 

with
 

the
 

numerical
 

results
 

of
 

the
 

other
 

two
 

algorithms,
 

it
 

is
 

shown
 

that
 

the
 

given
 

optimization
 

algorithm
 

has
 

some
 

advantages.
 

The
 

signal
 

reconstruction
 

results
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

has
 

high
 

signal-to-noise
 

ratio
 

and
 

less
 

time-consuming,
 

and
 

can
 

be
 

effectively
 

applied
 

to
 

the
 

recovery
 

of
 

sparse
 

signals.
Keywords:

 

signal
 

restored;
 

spectral
 

conjugate
 

gradient
 

method;
 

global
 

convergence;
 

wolfe
 

line
 

search
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