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对次近邻单向耦合振子的同步研究*

StudyonSynchronizationofNext飊Nearest飊NeighborOs灢
cillatorswithUnidirectionalCoupling
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(1.SchoolofPhysicalScienceandTechnology,GuangxiUniversity,Nanning,Guangxi,530004,
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摘要:暰目的暱在 Kuramoto局域耦合振子平均场模型基础上,探讨在非对称耦合作用下一维闭合环上次近邻

Kuramoto相振子的同步动力学行为。暰方法暱在最近邻单向耦合振子的动力学模型的基础上,建立次近邻单向

耦合振子的动力学模型来研究少数耦合极限环系统的行为;通过数值模拟,得出平均频率、系统序参量与耦合强

度的关系;通过理论分析少体系统的动力学稳定性。暰结果暱通过比较文献,证明次近邻单向耦合振子对同步存

在影响。当在少数耦合极限环系统下 (N 曑6),耦合强度大于一定阈值时,所有振子都被同步到平均频率上,序
参量随耦合强度的增加而趋于1,而在振子较多(N >6)时,在系统同步区域的序参量会出现多定态分支。暰结
论暱一维闭合环上考虑次近邻耦合振子在非对称耦合作用下同步区域呈现多同步定态。非零稳态出现分支现象

与耦合振子系统大小有关。

关键词:Kuramodo模型暋多定态暋同步暋局域耦合

中图分类号:O414.13暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005飊9164(2017)04飊0344飊05

Abstract:暰Objective暱Basedonthemean飊fieldKuramotomodelwithlocalcoupling,thedynamics
ofsynchronizationinone飊dimensionalclosedringconsideringthenext飊nearestneighborunidi灢
rectionalcouplingoscillatorswereinvestigated.暰Methods暱OnthebasisoftheKuramotomodel
withthenearestneighborcoupling,thenext飊nearestneighborcouplingringwasestablishedto
studythedynamicbehaviorofacouplinglimitcyclesystem.Therelationshipoftheaverage
frequencyandorderparameterofthecouplingstrengthwereobtainedbynumericalsimulation
forsynchronousbranchofthesteadystates.Thevalidityofthenumericalsimulationresults
wasverifiedbytheoreticalanalysisoffew飊bodysystem暞sdynamicstability.暰Results暱Bycompa灢
ringtoliteratures,itprovedthatthenext飊nearestneighborKuramotophaseoscillatorswithu灢
nidirectionalcouplinginaringinfluencedthesystem暞ssynchronization.Alloscillatorswere

synchronizedtotheaveragefrequencyandorder
parametertendedto1asthecouplingstrength
wasgreaterthanacertainthresholdvaluewhen
thenumberofcouplinglimitcycleinfew飊body
system wassmallerthan6.Whilethere were
morecouplinglimitcycleinthesystem(N >
6),theorderparametershowed multi飊steady
branchesinthesynchronizationregion.暰Conclu灢
sion暱Themultiplestablestatesofsynchroniza灢

443 GuangxiSciences,Vol灡24No灡4,August2017



tionareemergedundertheactionoftheasymmetriccouplinginone飊dimensionalclosedring
withthenext飊nearestneighborunidirectionalcoupling.Non飊zerosteadystateoccurringbran灢
chesisrelatedtothesizeofcouplingoscillatorsystem.
Keywords:Kuramotomodel,multiplestablestates,synchronization,localcoupling

0暋引言

暋暋暰研究意义暱随着科学研究的发展,已经有许多学

者研究和讨论同步现象及其相关问题,其范围涵盖了

化学、物理、生物等自然科学和工程学、社会学行为等

诸多领域,它们都与同步的基本性质关系密切。同步

存在于大自然中各种自然发生的集体现象,正如我们

发现的一些具体问题亦存在同步现象,如:约瑟夫森

结[1]、纳米力学[2]、萤火虫的闪动[3]、心脏起搏器[4]、

帕金森氏综合症[5]、反冲原子激光器[6]等。在研究

中,同步的核心问题在于复杂系统,而复杂网络动力

学系统中耦合振子的相位同步行为一直都是热门的

研究话题之一。暰前人研究进展暱控制论奠基人 Wie灢
ner最先开始研究集体同步行为,然而他使用的数学

方法(基于傅里叶积分)被认为是不可行的。紧随着,

Winfree给出了一个新的观点:将同步问题简化成相

位变化的问题。日本学者 Kuramoto基于 Winfree
的观点简化出一个包含N 个性质几乎相同的极限环

振子的耦合系统,其模型也成为了研究耦合振子相位

同步的最经典的模型之一,动力学方程为

暋暋毴
·
i=wi+K

N暺
N

j=1sin(毴j-毴i),i=1,2,…,N,

(1)

其中毴i 表示第i个振子的相位,wi 表示第i个振子瞬

时相位的固有频率,K 代表节点之间的耦合强度,其
值大于0。虽然 Kuramoto将方程进行了简化,但方

程(1)仍旧无法计算出解析解。Kuramoto利用平均

场理论,假设振子之间为全局耦合,振子的固有频率

wi通常满足一定的分布函数g(氊)(如高斯,洛伦兹分

布等)且与它的平均频率毟(t=0)=暺wi/N 对称。

为了能够直观刻画相位动力学,获得系统中振子之间

相位的同步程度,引入序参量

暋暋Z=Rei毤 =1
N暺

n

j=1e
i毴j, (2)

其中Z为复序参量,表征系统的有序程度;R 用来描

述系统的相干性,为序参量;毤为平均相位。随着时

间的增加,当系统达到完全同步时(毴i(t)=毴j(t),炐i,

j暿1,…,N),R=1,在热力学极限(N 曻 曓)下,R=
0,而当振子没有达到同步时,振子之间的相位无相

干性。对于任意有限 N,可以引入一个平均频率

毟i(对于所有i,毟i=1
N暺

N

i=1wi=锍毴
·锎),使方程(1)中

非全同振子转换成完全同步,以此来刻画同步的微观

机理

暋暋毟i=锍毴
·锎=1

T曇
T

0
毴
·
i(t)dt, (3)

其中暣·暤为时间平均,T 为演化时间,dt为时间步长。
当两个振子达到同步时,其平均频率相等,两个振子

的相位差不随着时间变化,即达到锁相。通过同步分

岔树[7]来理解系统的同步过程:随着耦合强度的增

加,固有频率相近的振子会先行同步形成小集团,进
而集团之间相互耦合达到同步,最终所有振子的平均

频率均相等[8]。平均场 Kuramoto模型被应用于局

域耦合、振幅效应、非简谐耦合、混沌振子等研究,其
中最被人熟知的就是局域耦合振子模型。

暋暋Zheng等[7]的研究处于无耦合作用下随机固有

频率粒子的周期性运动状态,在不稳定锁相态出现时

观察到了振子同步相位滑移和量化相位转变,通过增

加耦合,分岔树出现从高维准周期到混乱再到高维准

周期的周期现象,不同的混沌振子和混沌成簇相位同

步的序参量在此结构中起着重要作用。Wu等[9]提

出最近邻对称耦合的 Kuramoto方程,发现在临界耦

合强度Kc 时发生同步的概率呈现对数正态分布,通
过定义空间频率构型粗糙度(roughness)物理量,发
现两种类型的同步,分别对应小粗糙度的多重成簇

(multiple飊clustering)同步和对应大粗糙度的单一中

心成簇(single飊center飊clustering)同步。Ji等[10]论证

了在一个二阶 Kuramoto模型中的节点经过一系列

转变趋向一个同步宏观状态,称之为成簇爆炸式同

步。通过在无相关网络中使用平均场解析爆炸式同

步机制,证实新发现与数值模拟结果一致,从根本上

加深了对微观机制趋向同步的理解。Zhang等[11]提

出了在一般复杂网络中存在的一个爆炸式同步框架。
该框架中,假设振子耦合强度与振子固有频率正相

关,先前的研究被包含在特例中。通过替换爆炸式同

步的2个必要条件(无标度网络拓扑和振子固有频率

与振子的度正相关),从根本上深入理解微观机制趋

向同步。Zhu 等[12]模 拟 了 在 加 权 静 态 网 络 中 的

Kuramoto模型,发现当网络边缘强度与一对振子两

段频率差为线性相关时,微观相关指数毬=1,度分布

指数毭>3时为一阶相变,2<毭曑3时为二阶相变。
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还发现当微观相关指数毬从正数变为负数时,在均匀

网络(毭曻 曓)爆炸式同步会变成连续相变,该发现为

理解爆炸性行为提供了一个新的研究角度。Huang
等[13]证实了在弱局域耦合系统下长程相关性的存

在。Li等[14]研 究 了 含 有 一 阶、二 阶 相 互 作 用 的

Kuramoto模型,用振子相位分布特性来描述不同的

吸引子,通过观察序参量、相分布的向前向后延长的

转换图发现,单峰相分布的同步状态是最稳定的,均
匀分布双峰相分布的成簇同步是最不稳定的。Ji
等[15]研究拓扑对二阶 Kuramoto振子组成的网络动

力学的影响。根据无标度网络中的一些拓扑性质,提
出了成簇爆炸式同步(ClusterExplosiveSynchroni灢
zation,CES),通过淬火无序研究了不连续转变的鲁

棒性,得出相位相干性随淬火无序强度的增大而减小

的结论。从根本上加深了对处于固有频率和局域结

构关联的约束下拓扑和动力学之间相互作用的理解。
黄霞等[8]提出单向最近邻环上非线性振子的动力学

模型来研究单向耦合振子的动力学行为,发现在非对

称耦合作用下频率分岔树同步区呈现多定态分支现

象。Huang等[16]考虑在无标度网络中耦合相振子

Kuramoto模型的爆炸式同步,假定振子固有频率与

度相关且系统中含有位错,结果发现延迟同步现象,
且相变类型也发生改变。基于星图的研究方法提出

了一种自洽方法去研究延迟同步机制且在实验中可

改变位错这一可控参量。暰本研究切入点暱在平均场

Kuramoto模型的基础上,考虑非对称的局域耦合,
同时考虑到次近邻振子来讨论系统动力学行为。暰拟
解决的关键问题暱基于平均场的 Kuramoto局域耦合

振子模型,建立次近邻单向耦合非线性振子的动力学

模型,探讨次近邻耦合振子动力学行为。

1暋模型建立

暋暋局域耦合中只考虑最近邻振子之间相互作用的

动力学方程为[7]

暋暋毴
·
=wi+K

3
[sin(毴i+1-毴i)+sin(毴i-1-毴i)],

(4)
可以看到全局耦合振子平均场方程(1)和最近邻耦合

方程(4)在周期边界条件下 (毴N+1 =毴1,毴N =毴0)都是

左右对称耦合。

暋暋一维闭合环上 Kuramoto相振子在非对称最近

邻耦合作用下同步区域出现多定态现象,其动力学方

程为[8]

暋暋毴
·
=wi+2Ksin(毴i+1-毴i),i=1,2,…,N。 (5)

暋暋本研究讨论的是一维闭合环上次近邻 Kuramo灢

to相振子在非对耦合作用下的同步动力学行为,其
模型可表示为

暋暋毴
·
=wi+3K(sin(毴i+2-毴i)+sin(毴i+1-毴i)),i=

1,2,…,N。 (6)

暋暋 为了便于讨论,不失一般性,设所有振子的固有

频率的平均值为0。如若固有频率的平均值不为0,
可以将平均频率毟 作煆w 的平移[17],使得系统整体行

为特征保持不变。同时考虑周期性边界条件(毴N+1 =
毴1,毴N =毴0),使得形成的耦合振子系统是一个单向耦

合环。

2暋 数值模拟

暋暋 首先对方程(3)的宏观参量平均频率毟 进行分

析,为了便于讨论,不失一般性,取所有振子的固有频

率的平均值为0,定义每一个振子的固有频率wi 在

[-1,1]随机取值,初始相位取[0,2毿]范围内任意

值。分别选取振子数较少(N=6,7)和振子数较多

(N=20,50)的耦合极限环系统数值模拟。

暋暋 图1为模拟N=6,N=7,N=20,N=50系统得

到的平均频率毟 与振子耦合强度K 的分岔树。对于

N=6的系统,当耦合强度K 从0慢慢开始增加时,6
个振子的平均频率慢慢向中间靠拢,直到都汇聚到频

率w=0上,产生同步现象,并且随着时间和耦合强

度的增加不发生改变(图1a)。在非同步区,虽然振

子的初始相位不同,系统耦合强度不同,但对于所有

不同N 的系统,同步分岔树呈现单一的动力学状态,
即具有遍历性。在同步区,图中均存在平均频率毟=
0的同步态,除此之外,系统中还存在其他的同步定

态,即耦合振子系统在达到同步时出现了多个同步定

态共存的现象(图1b~d)。研究发现这一现象与振

子固有频率的分布情况无关,当考虑振子的固有频率

为其他分布(如 Lorentz分布、高斯分布等)情况时,
系统也会出现多定态分支现象[8]。通过比较文献

[8],发现当考虑次近邻振子后,系统的临界耦合强度

Kc 值变小了,由此可知次近邻单向耦合振子对系统

的同步行为有影响。

暋暋图2考虑了与图1对应系统的序参量R 。随着

耦合强度的增强,序参量R 从非零值逐渐增加到1,
系统从非同步态经历二级非平衡相变逐渐达到完全

同步态。虽然初始时刻相位在[0,2毿]随机取值,但
对于同一耦合强度,最终结果只有一个对应的序参量

R 值(图2a)。对于 N >6系统,可以发现同步区域

内除了存在R 趋近于1这个分支外,还存在其他的

分支,随着耦合强度的增加这些分支开始逐渐减小并

趋向于0,即存在多个不同的同步态,而且随着系统
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的扩大,序参量R 会越来越趋向于0(图2b~d)。

暋暋图1暋不同振子数系统平均频率毟随耦合强度K 变化的

同步分岔树

暋暋Fig.1暋Bifurcationtreesofaveragefrequencyfordiffer灢
entsystemsizes

图2暋不同振子数系统序参量R随耦合强度K 变化的关系

Fig.2暋TheplotsofRversusKfordifferentsystemssizes

暋暋选取图1和图2中N=7的系统,并将图中相同

区域放大,如图3。在图3中发现,对于平均频率不

为0的定态分支,其平均频率与耦合强度之间呈线性

增加关系。同时发现当系统处于平均频率为0的定
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态分支时,序参量趋于1,而系统处于平均频率不为0
的其他定态分支时,序参量向0趋近,可知此定态下

振子的相位没有被锁定到相同值上。

图3暋图1(b)和图2(b)的局部放大图

Fig.3暋Partialenlargedplotsoffigure1(b)andfigure2(b)

暋暋通过数值模拟可知,当处于不同大小的系统状态

时,系统中非线性振子的动力学行为就会有所不同。
当N曑6时,系统达到同步单一同步态,当N>6时,
系统就会出现多个不同的同步态。

3暋理论分析和数值计算

暋暋分析耦合振子较少的单向非对称耦合系统,对于

N=3的单向耦合情形,引入相差毤1=毴2-毴1 和毤2=
毴3-毴2,得到如下相差方程:
暋暋毤1=殼w21+3K(sin毤2-2sin毤1-sin(毤1+毤2)),
暋暋毤2=殼w22+3K(sin毤1-2sin毤2-sin(毤1+毤2)),

(7)
其中殼w21=w2-w1,殼w22=w3-w2,3个振子的固

有频差为0,耦合强度取为2,从而保证系统满足同步

条件。分析发现当耦合强度足够大时系统存在3个

不动点,为(0,0),(0,毿),(0,-毿),对于二维系统,雅
克比矩阵定义为

暋暋I=

毴晍毤1

毴毤1

毴晍毤1

毴毤2

毴晍毤2

毴毤1

毴晍毤2

毴毤

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

2

,

则方程(7)对应的雅可比矩阵为

暋暋I=

3K
-2cos毤1 -cos(毤1 +毤2) cos毤2 -cos(毤1 +毤2)

cos毤1 -cos(毤1 +毤2) -2cos毤2 -cos(毤1 +毤2

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
。

暋暋 分析这些点的稳定性,对于(0,0)不动点,其对

应的本征值为毸=-3,由于本征值只有实部且小于

0,该点是稳定结点,对于(0,暲毿),对应的本征值为

毸1=-1,毸2=3,实部有大于0和小于0两种情况,根
据非线性动力学可知,(0,暲毿)为不稳定鞍点,因此

N=3系统不会出现多定态分支。通过理论分析发

现,在少体系统中,同步区只存在单一同步态且序参

量只有R=1这一条分支。

4暋结论

暋暋本研究利用 Kuramoto局域耦合模型研究一维

闭合环上次近邻单向耦合振子在非对称耦合作用下

同步动力学行为,发现在单向耦合环上,非线性振子

的频率分岔树同步区出现多定态分支现象,比较证明

单向耦合次近邻振子对同步存在影响。理论分析了

少体系统,结果表明非零稳态出现分支现象与系统的

大小有关。对于非同步区的动力学行为,由于较为复

杂,我们将在今后的工作中做深入研究。
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