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摘 要:利用矩阵的有理标准型理论，给出正形阵和线性正形置换的判定定理，构造性地解决了线

性正形置换的结构问题。利用本原多项式理论解决了谷大武和肖国镇提出的最大线性正形置换的

计数问题。
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正形置换是一类完全映射。早在 1955 年， M 、 HALL 和 J 、 PAIGE[l j 对完全映射进行了研究。近年来，人
们证明正形置换具有很好的密码特性[2叶，于是正形置换成为数学工作者和密码工作者研究的热点问题。

但到目前为止人们还没有搞清楚正形置换的结构及计数问题，于是人们退而求其次，先考虑线性正形置

换[4 剖，文献[4J 得到了线性正形置换的一些结果及计数下界，并提出有待解决的四个问题。本文用抽象代
数的方法得到线性正形置换的系统且完整结果，并解决文献[4J 提出的一个问题。

设 F2 是二元域 ， F; 是 F2 上 n 维行向量空间 ，I 是 F; 的恒等置换，同时不加区别地用 I 表示 n 阶单位
阵。

定义 1 设 R:F;→F; 为置换(即双射) ，若R+I仍为置换，就称R 为 F; 上的正形置换，记其全体为 OPn
(有些文献记之为 SO(n) ，见文献[3 ])。并称 R=R+I 为 R 的补。

定义 2 设 Rε OPn ，若 R 为线性的，则称 R 为线形置换，其全体记为 LOPn。特别地若Rε LOPn ，且有

(0 X1 X2 … X2"-l X2"-l \ R = I L-' 1 
\0 X2 X3 … X2n_ 1 X 1 J 

(0) (X1 X2 … X2"-l ) 

其中 X; EF;;1 运 i~2n-l;则称 R 为最大线性正形置换，其全体记为 MLOPno
定义 3 设A 是 F2 上 n/价方阵，若 IAI = IA+ I1 =1 ，则称A 为 F2 上 n 阶正形阵;其全体记为 OMn 。
由文献[2][3][4J 可知下面的定理成立。

定理 1 设 R 为线性变换，则 R E LOPn 当且仅当 R 在 F; 的任意一组基下的矩阵是正形阵。
推论 1 A 为正形阵当仅当对任意可逆阵P 有 PAP- 1仍为正形阵。
于是我们可得到 I LOPn I = IOMnl ，并且可固定 F; 的基叫，勺，… ， en ，其中 e; 是第 i 个分量为 1 ，其余分量

O 为 n 维列向量;设线性正形置换 R 在这组基下的矩阵记为 A(在易混淆时可记之为 AR ) ， 于是可将对 R 的
研究转化为对A 的研究。

1 有理标准形

设A 是 F2 上 n 阶方阵，λ 是 F2 上未定元，矩阵 λl-A 叫 A 的特征矩阵;由文献[6 、7J 可知 λJ-A 经过
一系列初等变换可变成对角形 D = diag 11 , 1 ,… , 1 , d1 ( λ) , d2 ( λ) ,… , dk ( λ) I ，其中 ad1 ( λ) 二三 l 且 d， ( λ) I 

d'+l ( λ ) ， l~i~三 k。

收稿日期 :2000 一 08 -17 
作者简介:李瑞虎(1966 寸，另，安徽毫州人，副教授，硕士，主要从事代数编码与密码学研究.



第 4 期 李瑞虎等:正形阵与线性正形置换 83 

下文叙述中总是对 di ( λ) 作如上假设。
定义 4 设 Al -A 经初等变换变成对角形 D = diag 11 , 1 ,… , 1 ,d1 (λ) ,d2 (λ) ，… ， dk ( λ) t ，则 1 ， 1 ，…， 1 , 

d] (λ) ,d2 (λ) ，… ， dk ( λ) 为 A 的不变因子。

由文献[6 -7] 易知 dk ( λ) 是A 的最小多顶， 114(λ) =f( λ) 是A 的特征多项式。

定义 5 设 g(λ) =Ám :t αly1+ … +αm-] λ+αm 为 F2 上多项式 ，m 阶方阵

o 0 αm 

1 0 0 α"， -1 

No = C(g( λ)) = 
1 

O α2 

1αl 

叫做 g(λ) 的友矩阵。在一定条件下 N。为正形阵，并叫做 m 阶典型正形阵。

引理 1 No 为正形阵∞αm = 1 且三αz=Oq(λ) 没有一次因式。

证明因 INol =飞， INo +/I=I+ 毛饵，

故 No 为正形阵副m = 1 且主αi=1 。

又因 g(O) = αm ,g(1) = 1 +主叭，

故 N。为正形阵∞g(λ) 没有一次因式。

引理 2 文献[6 -7]设A 的不变因子为 1 ,1 , ... ,1 ,d1 (λ )，… ， dk ( λ) ， Ni 为 di ( λ) 的友矩阵，则 A 相似于

(N1 \ 

N = I N
2 1= diαglN1 ，N2 ， … ， Nkt 

\ N k ) 

引理 2 中的 N 叫 A 的有理标准型。

定理 2 设 A 的不变因子为 1 , 1 ,… , 1 , d1 (λ) , d2 (λ) ,… , dk (λ) ， Ni 为 di ( λ) 的友阵，则 A 为正形阵∞

Ni 为正形阵 ， 1::::; i::::;k∞di ( λ) 没有一次因式， 1 运~"三 k∞dk ( λ) 没有一次因式∞A 的特征多项式f( λ) 没有一

次因式。

证明 因 A 与它的有理标准形 N = diag1 N] ，风，… ，Nkl 相似，故 A 为正形阵∞N 为正形阵。

因 INI = IN] IIN2 1… INk 1, IN +/1 = IN] +ln1 IIN2 +ln2 1… INk +Ink 1 其中 ni=a(di ( λ) ) ,1 ::::; i"三 2" -1 。

由于 dJ λ) 1 dk (λ) ，f( λ)=RdE(λ) ;故据引理 1 可知 A 为正形阵∞N 为正形阵∞Ni 为正形阵 ， 1 运 i引

伸dJ λ) 没有一次因式∞dk ( λ) 没有一次因式∞>f( λ) 没有→次因式。

定理 3 町的线性变换 R 为正形置换∞R 在基 e1 ,e2 ， … ， en 下的矩阵A 的特征多项式没有一次因式。

2 最大线性正形置换的判定与计数

文献[8J 给出用最大线性正形置换构造非线性正形置换的算法，用文献[8J 的方法只要找出一个最大线

性正形置换就能得到一批非线性正形置换。下面我们给出最大线性正形置换的判定定理与最大线性正形置

换的计数公式。

引理 3 设线性正形置换 R 在基 e1 ， 勺，… ， en 下的矩阵为 A ，若A 的不变因子为 1 ， 1 ，… ， 1 ， d( λ) , 

d2 ( λ) ，… ， dk ( λ) ， N=diag1N1 ，矶，… ，Nkt 是A 的有理标准型;若 k~2 ，则 R 不是最大线性正形置换。

证明令。(di (λ)) =叭， 1 副主三 k ， 则 n1 + 叫+… + nk = n ，且每个叫 >2 。

由于A 相似于 N ，故存在町的一组基β1 ，β2 ，…，β"1 'βn} + 1 ,… ,ßnl +吨，…，乱，使得 R 在该组基下的矩阵为
N =diαgIN1 ， N2 ， … ， Nkì 。
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设 L;= 〈β1 ,… ,ßn] > \ 10! ， L~=<βnJ + 1 ，…，β叫+巧 >\101 ， L:.=<β卦i' … ，ßn> \101 ，

则 R(L:，) CL:, ，1::三 i~k;从而 R 的不相交轮换的个数 ;:::k+l 个;由于 k;:::2 故 R 不是最大线性正形置

换。

定义 6[7] 设 g(λ) 是 Fz 上常数项为 1 的非常数多项式，使得 g(λ) 1 (λ 1 -1) 的最小自然数 l 叫做g(λ)

的周期，记为 p(g( λ) ) = 1 。
定理 4 设线性正形置换 R 在基飞，勺，…'J en 上的矩阵为 A ， A. 的特征多项式为f( λ) 则 R 为最大线正形

置换∞p (f( λ))=2"_1∞>.f( λ) 为 n 次本原多项式。

证明 (1)设 l =p(f( λ)) <2n 斗，任取β1εF;\101 ，令 Ri - 1 ( β1) =βi ， 1 :::三 i ~l = 1 则 (β1 ，βz ， … ， ßl) = 

(β1 ， R(β1) ， RZ(β1) ,… ,Rl-l (β1) )构成 R 的一个轮换，且它和R 的轮换分解的其他部分不相交，故 R 不是最
大线性正形置换，故当 R 为最大线性正形置换时必有 p(f( λ)) =2"-1 。

N= 

(2)设 p (f( λ ))=2n _l 则由文献[7J 可知f( λ)是不可约的且为本原的。故A 的有理标准型必为

O O αm 

1 0 0 αm-l 

l 

O α2 

1α1 

，其中 λ n + α1λ"-1 +… +α川λ+ι =f( λ)

故存在 F; 的一组基 X1 ， XZ ' … ， Xn 使 R 在该组基下的矩阵为 N ，且此时有 Ri - 1 (X 1 ) =Xi ， 1 均主缸，令 Rk (X1 ) 

=凡，0:::二 k:::三 2" -2。下面证明若 O~s<t:::二 2 n

- 1 ，则必有 Xs 笋 X，。否则由 X， =X， 得 R' (X1 ) = R' ( X1 ) ，即
R'-S(X

1 ) =X1 ，从而有 R'-S(Xz) =R,-s+I(X
1 ) =R(X1 ) =Xz 

R'-S(X
3 ) = R'-s+I(XZ) = R(Xz) = X3 

RS S(XJ=Rt-s+1(XPl)=R(Xn1)=xn 

:. R'-' = 1 :.f( λ) 1 (λ '-s 
_ 

1) 

这与 p(J丁 =2? -1 矛盾。

从而(孔 ，Xz ， … ， X饵，… ， XZ"-Z ， XZn _ I ) 构成 R 的一个轮换，又由于 R 是线性的，所以 R(O) =0 ， 故
( 0 X1 X? … X?n_ , X'Ll \ 

R = I ~ ~r ~r ~~-' I = (0)( X1 Xz … XZ"-I ) 

飞 o Xz X3 … XZ"-l X1 / 

即 R 是最大线性正形置换。

总结(1 )(2) 可知定理得证。

引理 4 若 N 是 n 阶典型正形阵 ，N 的特征多项式为f( λ) 不可约，则与 N可交换的可逆阵的个数为 T

证明 因 N 是循环矩阵，由文献[6J 定理 3. 16 的推论可知与 N可交换的矩阵只有 N 的多项式。
令伊(N)是 N 的多项式，由于f(N) =0 ，故 ψ (N) 可写成一个次数小于等于 n -1 的多项式 ψ1 (N) ，其中

ψ(λ) =ψ1 (λ) (moq月 λ) )。若 ψ1 (N) 笋0 ，则 ψ 1 (N) 必可逆。否则令 h(N) 伊 1 (N) =0 ， 其中。( h( λ)) 乓 n -1 

且 h( λ) 笋O 则f( λ) 1ψ1 (λ )h( λ) ，由于f( λ) 不可约可知f( λ) 1ψ1 (λ) 或f( λ) 1 h( λ) ，矛盾。
由于次数小于 n 且非零的多项式的个数为γ 斗，故与 N可交换的可逆阵的个数为 2" -1 。
定理 5 n 阶最大线性正形置换的个数为 IMLOPn 1 =但旦工二卫 'IGLn(Fz) 1/2n -1 ， 其中 ψ 为欧拉函n 

数 ， GLn(Fz) 为 Fz 上 n 阶一般线性群。

证明 设 R 为最大线性正形置换，它在基 e1 ， ez ， …， e" 下的矩阵为 A ，A 的特征多项式为f( λ) ，则 f( λ)

为本原多项式。由于 Fz 上 n 次本原多项式的个数为旦旦二丘，故互不相似的A 的类数为旦旦二!l个。
n . - _rr -, 

- n 

记与 A 相似的矩阵的集合为 S(A) ，让 GLn(几)按照 PXp- 1 (X E S(A))作用在 S(A) 上，则此作用是可
迁的，且在A 点处的稳定子群 stab(A) 是一个 2n -1 阶子群，政 1 S (A) I = l GLn (Fz) ; stab (A) J = I GLn ( F2 ) 
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1/2" - 1 。

总结以上就证得 IMLOPnl =旦旦二丘 . IGLn(F2 ) 1/2n 斗。
叩

n

至此我们已完全地回答了文献[4J 提出的关于 MLOPn 的问题。
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Orthomorphic Matrix and Linear Orthomorphic Permutation 

LIR叶h飞 ZHAO Quan-xi , GUO L∞-bin 

(The Missile InstÌtute of the Air F orce Engineering U ni versity , Sanyuan 713800 , China) 

Abstract: A criterion theorem of orthomorphic matrix and linear orthomorphic pe口nutation is obtained by using ra

tional standard theory of matrix and the structure of Linear orthomorphic pe口nutation is also solved by a constructive 

approach. The enumeration problem of MLOP put forward by Gu Dawu and Xiao guozhen is answered by using 

primitive polynomial. 
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