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摘 要：利用两阶段抽样，构造了定数截尾试验下指数分布参数的一个置信区间，它同时满足

预先任意指定的可靠度和精度。
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区间估计有两个要素：可靠度和精度，可靠度由置信水平表示，设 !$，⋯!" 为来自总体 ! 的样本，!
""为总体的未知参数，若有统计量!* -!*（!$，⋯ !" ）和#! -#!（!$，⋯ !" ），使得对于给定的#（# .# .
$），有 #!（!*$!$#!）%$ *#，则称［!* ，#!］为!的置信水平为 $ *#的置信区间。给区间估计规定一个置

信水平，也就保证了其可靠度达到一定的要求。置信区间的精度是通过置信区间包含错误值的概率来

刻画的，即&（!/’!）#!（!*$!/$#!）0!/ 越小，置信区间的精度就越高。对于置信区间精度的要求导致两个

方面的研究，一个是在具同一可靠度的所有置信区间中，求&（!/’!）#!（!*$!/$#!）0!/ 最小的置信区间，

这个要求通常被更确切地表述为：设［!* ，#!］为!的置信水平为 $ *#的置信区间，若对于任何其它的具

有同一置信水平的置信区间［!*
(，#!(］，以及任何!/’!，!/""有#!（!*$!/$#!）$#!（!*

($!/$#!(），则

称［!* ，#!］为!的置信水平为 $ *#的一致最精确的置信区间。另外一个颇具实际意义的要求是，在其可

靠度达到一定要求下，希望其精度达到预先指定的要求，这就是具任给可靠度和精度的置信区间［$］。

在分析产品的可靠性时，常常需要进行寿命试验，在实际应用中，寿命试验常采用截尾寿命试验；指

数分布是可靠性分析中非常重要的寿命分布之一，故基于截尾数据下的指数分布参数的统计推断是有

实用价值的。本文将证明：在定数截尾试验下指数分布参数具任给可靠度和精度的置信区间问题。

对于具任给可靠度和精度的置信区间问题的研究，所见文献中主要是关于正态分布总体参数的；对

于正态总体均值的估计，1234567［$］指出在一次抽样数据下（也称为固定样本）同时满足可靠度和精度的

置信区间是不存在的，84963［$］建议用两阶段抽样并得到了结果；王海贤［!］借助两阶段抽样方法解决了正

态总体方差同时满足可靠度和精度的置信区间。而对于截尾寿命试验情形下指数分布参数具任给可靠

度和精度的置信区间问题的研究，尚未见之于文献。

$ 引理及问题的进一步明确

设总体 ! 服从参数为$（$: #）的指数分布，其分布函数为

$（%，$）- $ * & *$% ，% : # （$ * $）

设 !$，⋯!" 为来自总体（$ * $）的样本，在定数为 ’ 的截尾寿命试验下仅能观察到前面 ’ 个观察值：

#$ ($$ (!$⋯$ (’ ，则总试验时间为 ) -)
’

* - $
(* ;（ " * ’）(’ ，由文献［"］知，!$) <%

!（! ’），故$的 $ *#的

置信区间为： %
!
$*#=!（! ’）
!) ，%

!
#=!（! ’）
![ ])

（$ * !）
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这个置信区间可靠度达到了预先指定的要求，但是不能达到预先指定的精度。

关于置信区间的精度，根据文献［!］有如下的引理一。

引理一 设［!" ，!!］为!的置信区间，则有

!!（!! "!" ）#"（!$#!）
"!（!"$!$ $!!）%!$

因此，置信区间的精度可以用置信区间的平均宽度来衡量，置信区间的平均宽度越小，则置信区间

的精度越高，于是本文的研究问题是：在定数截尾寿命试验模型下求指数分布产品的失效率"的一个

置信区间［"" ，!"］，使它满足

""（""$"$!"）% ! "#
!"（!" """ ）$

{ $
（! " &）

其中 ! "#，$为预先指定的置信水平和平均宽度。

引理二 （!）令 #（ $）#%
’
& (’（ $）
$ ，$ 为正整数，则 #（ $）是单调减少函数。其中&’ # )* ’+，) * !)，) * )+，

) *)’+，) *)!，) *))+，%
’
& (’（ $）表示自由度为 $ 的%

’ 分布的上& , ’ 分位值。

（’）令 %（ $）#%
’
! "& (’（ $）

$ ，$ 为正整数，则%（ $）是单调增加函数。其中&’ 的取值如上。

证（!）当 !$ $$-+ 时，运用%
’ 分布表验证可得，#（ $）是单调减少函数；

当 $%-. 时，可以看作大样本来处理。于是%
’（ $）分布可以用其极限分布 &（ $，’ $）来代替，记

%
’（ $）同 时 表 示 服 从 %

’（ $ ）分 布 的 随 机 变 量，’& 表 示 &（ )，!）的 上 & 分 位 值，则 由

" %
’（ $）" $

’& $
/ ’&{ }(’ # &’ 得：" %

’（ $）/ $ 0 ’& $’&{ }(’ # &’ ，因此，%
’
& (’（ $）# $ 0 ’& $’& (’，于是

#（ $）# ! 0
’& $’& (’

&$
，而当& (’$ ) *’+ 时，’& (’ / )，故 #（ $）是单调减少函数。同理可证（’）成立。

’ 主要结果

下文中的’、&的取法规定为：先在 ) * ’+，) *!)，) * )+，) * )’+，) * )!，) * ))+ 中选取一数作为& , ’值，再

由（! "’）（! "&）# ! "#定出’值（显然&$#，’$#）。

下面运用两阶段抽样解决本问题。

第一步，从总体（! " !）中抽取独立同分布的随机样本 (!，⋯()!
进行试验，试验的截尾数为 $!，设试

验所得的定数截尾数据为 *!，⋯ *$! ，记 +! 表示总试验时间，则"的 ! "’置信上限为"!

—

（(!，⋯()!
）#

%
’
& (’（’ $!）

’+!
，它的观察值记为"!

—

（ *!，⋯ *$! ）。

第二步，首先确定第二阶段抽样试验的截尾数 $’，由引理二知 #（’ $’）#%
’
& (’（’ $’）

’ $’
为单调减少函

数，故不等式方程

#（’ $’）$ ! 0 $
’"!

—

（ *!，⋯ *$! ）
（’ " !）

必有唯一确定的最小整数解 $ 1 ! /
’ ，由引理二又知，%（ $）#%

’
! "& (’（ $）

$ 为单调增加函数，故不等式方程

%（’ $’）% ! " $
’"!

—

（ *!，⋯ *$! ）
（’ " ’）

必有唯一确定的最小整数解 $ 1 ’ /
’ ，取 $’ # 234（ $ 1 ! /

’ ，$ 1 ’ /
’ ）。

其次，再从总体（! " !）中抽取独立同分布的随机样本 ()! 0 !，⋯()! 0 )’
，（ )’% $’），作定数为 $’ 的截
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尾寿命试验，记 !! 表示第二阶段抽样试验的总试验时间，令

!" ! # "
!
$"# %!（! "!）

!!!
，!!

— "
!
# %!（! "!）

!!!

由 !!!! &"
!（! "!）知，#（!!!!）# ! "! 。因此

#!［!!

—

"!］# #! "
!
# %!（! "!）

!!!
"[ ]! #! "

!
# %!（! "!）

! "!
"[ ]$ !!$

—

$$，⋯ $"( )$ %（! "!）"[ ]$ !$ %!

#!［! "!" !］# #! ! ""
!
$"# %!（! "!）

!![ ]
!

#! $ ""
!
$"# %!（! "!）

! "[ ]
!

! !$

—

（ $$，⋯ $"( )$ ［$ " &（!%!）］!$ %!

于是，#!［!!

—

"!" !］# #!［!!

—

"! ’! "!" !］# #!［!!

—

"!］’ #!［! "!" !］!$，

故随机区间满足预先指定的精度要求。

又 ’!（!" ! !!!!!

—

）# ’! !" ! !!!!!

—

(!!!$

—

（($，⋯()$[ ]） ’! !!!$

—

（($，⋯()$[ ]） ’

’! !" ! !!!!!

—

(! )!$

—

（($，⋯()$[ ]） ’! ! )!$

—

（($，⋯()$[ ]） "

’! !" ! !!!!!

—

(!!!$

—

（($，⋯()$[ ]） ’! !!!$

—

（($，⋯()$[ ]） #
’!（"

!
$"# %!（! "!）! !!!! !"

!
#
（! "!）（$ "%）#（$ "#）（$ "%）# $ "&

故随机区间［!" $，!!

—

］满足预先指定的可靠度要求。综合得如下结论

定理 设 "! 为（! " $）和（! " !）组成的不等式方程组的最小整数解，!! 为定数为 "! 的截尾试验的

总试验时间，则［"
!
$ "# %!（! "!）

!!!
，"

!
# %!（! "!）

!!!
］就是分布（$ " $）的参数!的满足条件（$ " *）的置信区间。

例 设电池的寿命服从指数分布（$ " $），为得到’的置信水平为 $ "&# +, -+，$# +, ++$ 的置信区

间，进行两阶段抽样截尾试验，先随机地取 !+ 只电池投入寿命试验，规定试验进行到其中有 . 只失效时

停止，测得失效时间（/）为 $$-，$*0，$12，$33，$..，$2!，我们取## +,+3，%# +,+3* 利用单调函数的线性插

值，计算得"
!
+,+3*（$!）# !+, 022，从而!$

—

# +, ++* $.，不等式方程组（! " $）、（! " !）为 %（! "! ）!$ , $30，

&（! "!）"+ ,01$ 0，其最小整数解为 "* # $31，再随机地取不少于 $31 只电池投入寿命试验，规定进行到其

中有 $31 只失效时结束试验，则 !" !，!![ ]
—

# "
!
+,-2!（*+0）

!!!
，"

!
+,+!3（*+0）

!![ ]
!

# !3- ,*31
!!!

，
*3. ,.1.
!![ ]

!
即为所求。
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