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摘要　建立一类具有强迫项的二阶非线性泛函微分方程 [p (t , x (t ) ) x′( t) ]′+ f ( t, x ( t) , x (g ( t ) ) ,x′( t) ,

x′(h (t ) ) ) = e (t )的振动准则 ,并讨论解的渐近性 .
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Abstract　 Oscillation cri terion for second order nonlinea r functional dif ferential equations w ith

fo rcing term

　　 [p ( t ,x ( t ) )x′( t ) ]′+ f ( t ,x ( t ) ,x ( g ( t ) ) , x′( t ) ,x′(h ( t ) ) ) = e ( t )

i s established, and the asymptotic property o f i ts solutions is disscused.

Key words　 second o rder functional di fferential equations, osci llation, asympto tic property,

fo rcing term

1　基本假设和相关定义

　　泛函微分方程的振动理论发展很快
[1, 2 ]
,其中二

阶非线性泛函微分方程的振动性已得到一些好的结

果 .例如 ,文献 [3]利用 H ( t , s )型函数得到方程

　　 x″( t ) + p ( t ) f (x (f( t ) ) ) g (x′( t ) ) = 0 ( 1)

的振动准则 ;文献 [4]对文献 [5, 6]中的方程形式更

一般的二阶非线性泛函微分方程

　　 [p ( t ,x ( t ) )x′( t ) ]′+ f ( t ,x ( t ) ,x ( g ( t ) ) ,x′( t ) ,

x′(h ( t ) ) ) = 0 ( 2)

建立了新的振动准则 .而对于带有强迫项的二阶非线

性泛函微分方程来说 ,关于其振动性和渐近性的文章

不多 ,所得结论也少 .我们知道 ,一个方程是否具有强

迫项 ,其解的振动性有很大的区别 ,如

　　 y′( t ) - y ( t -
3c
2
) = 0, ( t∈ R+ ) ( 3)

由文献 [7 ]中的定理 3. 1知 ( 3)的一切有界解振动 ,

但对于方程

　　 y′( t ) - y ( t -
3c
2
) = ( 1 - e

3c
2 ) e- t , ( t∈ R+ ) ,

( 4)

尽管 t→+ ∞时 ,强迫项 ( 1 - e
3c
2 ) e- t→ 0,它却有非

振动解 y = e- t .故讨论具强迫项的泛函微分方程解

的振动性是必要的 .本文讨论方程

　　 [p ( t ,x ( t ) )x′( t ) ]′+ f ( t ,x ( t ) ,x (g ( t ) ) , x′( t ) ,

x′(h ( t ) ) ) = e ( t ) ( E)

的振动性与渐近性 .

　　对方程 ( E)作如下基本假设 ( H):

　　 ( H1 ) p ( t ,x ( t ) )∈ C ( [t0 , + ∞ )× R , R
+
)且存

在 r 1 ( t ) , r 2 ( t )使得 0≤ r 1 ( t )≤ p ( t ,x ( t ) )≤ r2 ( t ) ,其

中 r 1 ( t ) , r 2 ( t )∈ C ( [t0 ,∞ ) ,R+ ) .

　　 ( H2 ) f ∈ C ( [t0 , + ∞ )× R
4 , R ) ,对于固定的 t

≥ t 0 ,当 u1u2 > 0时 , u1 f ( t ,u1 ,u2 ,u3 ,u4 ) > 0.

　　 ( H3 )g ∈ C ( [t0 ,∞ ) , R ) , lim
t→+ ∞

g ( t ) = + ∞ 且

g ( t )≤ t .

　　 ( H4 )e ( t ) ∈ C ( [t0 ,∞ ) , R ) ,∫
+ ∞

t
0

|e( t )|dt <+

∞ .

　　 本文只考虑方程 ( E)的存在于半直线 [T , +
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∞ ) , T≥ t0上连续的非平凡解 .

　　定义 1　方程 ( E)的解称为振动的 ,如果此解的

零点集合无界 ;否则此解称为非振动的 .

　　定义 2　方程 ( E)为振动的 ,如方程 ( E)的所有

解均为振动的 ;否则称方程 ( E)为非振动的 .

　　定义 3　 一个函数 f ( t )称为最终为正 (负 ) ,如

果对充分大的 t0 ,当 t > t0时 , f ( t ) > 0( f ( t ) < 0) .

　　 由 ( H1 ) 知 , 0 ≤ 1 /r2 ( t ) ≤ 1 /p( t ,x ( t ) ) ≤

1 /r1 ( t ) .并记:

Ri ( t ) =∫
+ ∞

t

ds
ri (s )

, i = 1, 2,Qi ( t ) =∫
t

t
0

ds
ri (s )

, i = 1, 2.

2　振动性

　　定理 1　 设 ( H)成立 ,又下列条件满足

　　 ( A1 )∫
+ ∞

t0

ds
r1 (s )

<+ ∞ ;

　　 ( A2 )∫
+ ∞

t
0

R1 ( t )|e( t )|dt <+ ∞ ;

　　 ( A3 )∫
∞

t
0

|f (s ,x (s ) , x (g (s ) ) , x′(s ) , x′(h (s ) ) )|ds

= ∞ ;

　　　　∫
∞

t
0

R2 ( t )|f (s , x (s ) ,x (g (s ) ) ,x′(s ) ,

x′(h (s ) ) )|ds = ∞ ,

其中 x ( t ) , x (g ( t ) ) , x′( t ) ,x′(h ( t ) )不同时为零 .则

方程 ( E)振动 .

　　证明　假设定理 1的结论不成立 ,则 ( E)存在非

振动解 x ( t ) ,这有 2种可能: x ( t )最终为负和 x ( t )最

终为正 .

　　 (a )当 x ( t )为最终为负时 ,考虑到 ( H3 ) ,则存在

t1≥ t0 ,当 t≥ t 1时 , x ( t ) < - m , x (g ( t ) ) < - m ,其

中 m > 0.由 ( H2 )有

　　 f ( t , x ( t ) , x (g ( t ) ) , x′( t ) ,x′(h ( t ) ) ) = - |f ( t ,

x ( t ) ,x (g ( t ) ) , x′( t ) ,x′(h ( t ) ) )|< 0, t≥ t1 .

从 t1到 t积分 ( E)得

　 p ( t , x ( t ) ) x′= p ( t1 ,x ( t1 ) )x′( t 1 ) +∫
t

t
1

e (s )ds -

∫
t

t
1

f (s , x (s ) ,x (g (s ) ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )ds.

利用条件 ( H4 )和 ( A3 )并令 t →+ ∞ 得: lim
t→+ ∞

p ( t ,

x ( t ) )x′( t ) = + ∞ .故存在 t2≥ t1 ,当 t≥ t 2时 ,x′( t )

> 0.从 t2到 t积分 ( E)得

　 p ( t , x ( t ) ) x′( t ) = p ( t2 ,x ( t2 ) )x′( t 2 ) +∫
t

t
2

e (s ) ds -

∫
t

t
2

f (s , x (s ) ,x (g (s ) ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )ds≥ p ( t2 ,

x ( t2 ) )x′( t2 ) -∫
t

t
2

|e (s )|ds+∫
t

t
2

|f (s ,x (s ) , x (g (s ) ) ,

x′(s ) , x′(h (s ) ) )|ds.

因而

　　 x′( t ) ≥ p ( t2 ,x ( t2 ) ) x′( t2 ) /p ( t , x ( t ) ) -

∫
t

t
2

|e(s )|/p ( t ,x ( t ) ) ds+∫
t

t
2

|f (s ,x (s ) , x (g (s ) ,

x′(s ) , x′(h (s ) ) )|/p ( t ,x ( t ) ) ds≥ p ( t 2 , x ( t2 ) )  

x′( t2 ) /r 2 ( t ) -∫
t

t
2

|e(s )|/r1 ( t )ds+

∫
t

t
2

|f (s , x (s ) ,x (g (s ) , x′(s ) , x′(h (s ) ) )|/r2 ( t ) )ds ,

再将上式从 t 2到 t积分得

x ( t )≥ x ( t2 ) + p( t2 , x ( t2 ,x ( t2 ) ) x′( t2 )∫
t

t
2

ds
r 2 (s )

-

∫
t

t
2

1
r 1 (s )∫

s

t
2

|e (f)|dfds + ∫
t

t
2

1
r2 (s )∫

s

t
2

|f (f,x (f) ,

x (g (f) ) ,x′(f) ,x′(h (f) ) )|dfds = x ( t2 ) +

p ( t2 ,x ( t2 ) ) x′( t2 )∫
t

t
2

ds
r 2 (s ) -∫

t

t
2

(∫
t

s

df
r1 (f) )|e (s )ds|+

∫
t

t
2

(∫
t

s

df
r2 (f)

)|f (s , x (s ) ,x ( g (s ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )|ds .

对上式取极限得

lim
t→+ ∞

x ( t )≥ x ( t2 ) + p ( t 2 , x ( t2 ) )x′( t2 )∫
+ ∞

t
2

ds
r 2 (s )

-

∫
+ ∞

t
2

R1 (s )|e(s )|ds + ∫
+ ∞

t
2

R2 (s )|f (s ,x (s ) , x (g (s ) ,

x′(s ) , x′(h (s ) ) )|ds.

　　由条件 ( A1 ) - ( A3 )知 , lim
t→+ ∞

x ( t ) = + ∞ .这与

x ( t )最终为负矛盾 .

( b)当 x ( t )为最终为正时 ,类似 ( a)可得出矛盾 .

定理 1证毕 .

　　例 1　考虑方程

1+ x
2 ( t )

2+ x
2 ( t )

t
2
x′( t )

′

+ t
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]2+ 1

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[1

+ (x′( t ) ) 2 + ( x′( t ) ) 2 ] = 1 /t2 , ( t ≥ t0 > 0) ,

( 5)

可取 r1 ( t ) = t
2 /2, r2 ( t ) = t

2 ,则

　　 R1 ( t ) = 2 /t , R2 ( t ) = 1 /t , f ( t , x ( t ) , x (g ( t ) ) ,

x′( t ) ,x′(h ( t ) ) ) = t
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]

2
+ 1

x ( t ) + x ( ln( t ) ) [1 +

( x′( t ) ) 2 + ( x′( t ) ) 2 ]满足 ( H2 ) .

易知:∫
+ ∞

t

ds
r1 (s ) =∫

+ ∞

t

2
t
2 dt <+ ∞ ,故 ( A1 )成

立 .

　　∫
+ ∞

t
0

R1 ( t )|e ( t )|dt =∫
+ ∞

t
0

2 /t3dt <+ ∞ , ( 6)

　　∫
+ ∞

t
0

|t
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]2 + 1

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[1+ ( x′( t ) )

2
+

( x′( t ) )
2
+ ( x′( t )

2
]|dt ≥∫

+ ∞

t
0

2tdt = + ∞ , ( 7)
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　∫
+ ∞

t
0

1
t

|t
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]2 + 1

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[1+ (x′( t ) ) 2+

(x′ t ) 2 ]|dt≥∫
+ ∞

t 0

2dt = + ∞ , ( 8)

由 ( 6) ,知 ( A2 )成立 ;由 ( 7)与 ( 8) ,知 ( A3 )成立 .从而

由定理 1,方程 ( 5)振动 .

3　渐近性

　　定理 2　 设 ( H)成立 ,又下列条件满足:

　　 ( B1 )∫
+ ∞

t
0

ds
r2 (s )

= + ∞ ; ( B2 )∫
+ ∞

t
0

|f (s ,x (s ) ,

x (g (s ) , x′(s ) , x′(h ) ) )|ds = + ∞ .

则对 ( 1)的任意解 x ( t ) ,有 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|= 0.

　　证明　设 x ( t )是 ( E)的解 ,如 x ( t )振动 ,显然定

理成立 ;如 x ( t )非振动 ,且 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|≠ 0,不失一

般性 ,可设 x ( t )最终为正 ,即: x ( t )≥ m > 0, t≥ t1≥

t0 .由 ( H3 ) ,存在 t2 ≥ t1 ,使得

　　 x (g ( t ) )≥ m > 0, f ( t ,x ( t ) ,x ( g ( t ) ) ,x′( t ) ,

x′(h ( t ) ) ) > 0, t ≥ t 2 ,

又 ( B2 ) ,有

　　∫
+ ∞

t
0

f (s , x (s ) ,x ( g (s ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )ds = +

∞ ,

从 t2到 t积分 ( E)得

　 p ( t , x ( t ) ) x′( t ) = p ( t2 ,x ( t2 ) )x′( t 2 ) +∫
t

t
2

e (s ) ds -

∫
t

t
2

f (s , x (s ) ,x (g (s ) , x′(s ) , x′(h (s ) ) ) ds ,

又∫
+ ∞

t
0

|e( t )|dt <+ ∞ ,对上式令 t→+ ∞ ,有 p ( t ,

x ( t ) )x′( t )≤ - k , t≥ t3≥ t2 ,其中 k为正常数 .

　　故

　　 x′( t )≤ - k /p ( t , x ( t ) ) ,

　　 x ( t ) ≤ x ( t 3 ) - k∫
t

t
3

ds
p (s ,x (s ) )

≤ x ( t3 ) -

k∫
t

t
3

ds
r2 (s )

,

由 ( B1 )知　 lim
t→+ ∞

x ( t ) = - ∞ .这与 x ( t )≥ m > 0矛

盾 .

　　当 x ( t )为最终为负时 ,类似可得出矛盾 .定理 2

证毕 .

　　例 2　考虑方程

　　
1+ x

2
( t )

2+ x
2
( t )

tx′( t )
′

+

t
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]

2
+ 1

x ( t ) + x ( ln( t ) ) [1+ ( x′( t ) )
2
+

x′( t ) 2 ] = 1
t
2 , ( t ≥ t0 > 0) , ( 9)

容易验证条件 ( H) , ( B1 ) , ( B2 )成立 ,由定理 2,对方程

( 9)的任意解 x ( t ) ,有 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|= 0.

　　定理 3　设 ( H)成立 ,又下列条件满足

　　 ( C1 )∫
+ ∞

t
0

Q1 (s )|e(s )|ds <+ ∞ .

　　 ( C2 )∫
+ ∞

t
0

Q1 (s )|f (s , x (s ) ,x (g (s ) , x′(s ) ,

x′(h (s ) ) )|ds <+ ∞ .

则方程 ( E)的一切有界振动解当 t→+ ∞时趋于零 .

　　 证明 　 设 x ( t )是 ( E) 的有界振动解且使得

lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|≠ 0, 则存在常数 m > 0, 使得

lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|= 2m .因为

　　∫
+ ∞

t
0

Q1 (s )|e (s )|ds <+ ∞ ,∫
+ ∞

t
0

Q1 (s )|f (s , x (s ) ,

x (g (s ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )|ds <+ ∞ ,

故存在 t 1≥ t0 ,使得

　　∫
+ ∞

t
1

Q1 (s )|e (s )|ds <
m
3
,∫

+ ∞

t
1

Q1 (s )|f (s , x (s ) ,

x (g (s ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )|ds <
m
3
,

设 tk , tk+ 1是 x ( t )的 2个充分大的相邻零点 , tk < tk+ 1 ,

不 妨 设 t ∈ ( tk , tk+ 1 ) 时 , x ( t ) , x (g ( t ) ) > 0

max
t∈ [tk , tk+ 1 ]

|x ( t )|= x (ak ) > m ,其中 ak ∈ ( tk , tk+ 1 ) ,

x′(ak ) = 0.从ak到 t积分 ( E)得

p ( t , x ( t ) )x′( t ) = p (ak ,x (ak ) )x′(ak ) -∫
t

a
k

f (s , x (s ) ,

x (g (s ) ) , x′(s ) , x′(h (s ) ) ) ds+∫
t

a
k

e(s ) ds =

∫
a
k

t
f (s, x (s ) ,x ( g (s ) ) , x′(s ) ,x′(h (s ) ) ) ds -

∫
a
k

t
e (s )ds ,x′( t )≤∫

a
k

t
f (s , x (s ) ,x (g (s ) ) ,x′(s ) ,

x′(h (s ) ) ) /p ( t , x ( t ) )ds +∫
a
k

t
|e (s )|/p ( t ,x ( t ) ) ds≤

∫
a
k

t
f (s , x (s ) ,x (g (s ) ) ,x′(s ) ,x′(h (s ) ) )|/r 1 ( t ) ds+

∫
ak

t
|e(s )|/r1 ( t )ds ,

再将上式从 tk到ak积分得

　　m < x (ak )≤ x ( tk ) +

∫
a
k

t
k
∫

a
k

t

|f (s ,x (s ) , x (g (s ) , x′(s ) ,x′(h (s ) ) )|
r1 ( t ) dsdt +

∫
a
k

t
k
∫

a
k

t

|e (s )|
r1 ( t ) )

dsdt =∫
a
k

t
k

(∫
t

t
k

ds
r 1 (s )

)|f ( t , x ( t ) , x (g ( t ) ) ,

x′( t ) ,x′(h ( t ) ) )|dt +∫
a
k

tk

(∫
t

tk

ds
r 1 (s )

)|e ( t )|dt <

∫
+ ∞

t
1

(∫
t

t
0

ds
r1 (s )

)|f ( t , x ( t ) , x (g ( t ) ) , x′( t ) ,
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x′(h ( t ) ) )|dt+∫
+ ∞

t
1

(∫
t

t
0

ds
r1 (s ) )|e( t )|dt =

∫
+ ∞

t
1

Q1 ( t )|f ( t ,x ( t ) , x (g ( t ) ) ,x′( t ) , x′(h ( t ) ) )|dt+

∫
+ ∞

t
1

Q1 ( t )|e( t )|dt <
m
3
+

m
3
=

2
3
m .

　　此式矛盾,故 lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|= 0,又 x ( t )是方程

( E)的振动解 ,则 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|= 0.从而 lim
t→+ ∞

x ( t ) = 0.

　　例 3　考虑方程

　　
1+ x

2 ( t )
2+ x

2 ( t )
1
t
x′( t )

′

+

1
t
4

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]

2
+ 1

[1+ ( x′( t ) )
2
+

(x′( t ) ) 2 ]- 1 =
1
t
4 , ( 10)

在此方程中 ,可取 r1 ( t ) =
1
2t
,从而 Q1 ( t ) = t

2 - t
2
0 ,

　　∫
+ ∞

t
0

Q1 ( t )|e( t )|dt =∫
+ ∞

t
0

( t2 - t
2
0 )
1
t
4 dt <

∫
+ ∞

t
0

1
t
2 dt <+ ∞ , ( 11)

　　∫
∞

t
0

Q1 ( t )|f ( t ,x ( t ) ,x ( g ( t ) ) ,x′( t ) ,

x′(h ( t ) ) )|dt = ∫
∞

t
0

( t
2

- t
2
0 )|

1
t
4

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]

2
+ 1

[1 + (x′( t ) ) 2 +

( x′( t )
2
]
- 1

|dt≤∫
∞

t
0

1
2t
2dt <+ ∞ .

　　由 ( 11)式 ,知 ( C1 )成立 ;由 ( 12)式 ,知 ( C2 )成

立 . 利用定理 3可知方程 ( 10)的一切有界振动解当 t

→+ ∞ 时趋于零 .
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项式次数较高时 ,存在着组合爆炸问题 ;由于神经网

络具有大规模并行处理 ,良好的自组织性、自适应性

等优点 ,因此 ,本文提出的算法 ,特别适合于多维计算

情形 .

　　 (Ⅲ )从整体来看 , Hensel构造方法的神经网络

模型相比传统的 Hensel构造方法 ,由于每步逼近基

函数选取自由度大 ,无须进行模运算 .因此 ,算法稳定

性、容错性好 .

　　 (Ⅳ )从该算例看出 ,基于 Hensel构造的回归神

经网络近似符号计算新模型 ,完全刻划出在代数符号

计算意义下 ,精确计算与近似计算的本质与联系 .

4　结束语

　　文中将 Hensel构造提升的方法与回归神经网络

的特点有机地结合起来 ,提出了一种基于 Hensel构

造方法的回归神经网络近似符号计算新模型 ,它不但

具有传统回归神经网络的特点 ,而且具有 Hensel构

造提升的方法和较强的并行计算功能 ,其目的是给人

们研究代数符号计算与近似代数符号计算提供一种

可视化手段 ,完全刻划精确计算与近似计算的本质与

联系 .
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