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一类具有间断系数的线性双曲型方程组的 ()*+,- 问题

单海燕，周继东

（河海大学理学院，江苏 南京 !$""%&）

摘要：将一类具有间断系数的线性双曲型方程组转化成等价的积分方程组，并通过逐次逼近法证明

了其 ()*+,- 问题一定存在着唯一的连续解，且此解在系数间断处可能存在弱间断，而在其他区域

处处连续可微的结论 ’
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文献［$ 4 #］对具有连续可微系数的线性双曲型方程组的 ()*+,- 问题进行了研究，并得到了该定解问题

存在唯一古典解的结论 ’本文对具有间断系数的线性双曲型方程组的 ()*+,- 问题进行研究 ’为此，笔者考虑

具有 ! 个自变量的线性双曲型方程组
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带初始条件 !)（%，"）&!)（%） （ ) & $，!，3） （!）

的 ()*+,- 问题，其中函数 $（%，"），’（%，"）除直线 % 5 " 外，处处二阶连续可微，在直线 % 5 " 上具有第一类间

断且 $（%，"）6 "，’（%，"）#" *

! 定 理

对于上述带有间断系数线性双曲型方程组的柯西问题，可得如下定理：

对于定解问题方程（$）和（!），如果所给的初始条件函数!)（%）（ ) 5 $，!，3）除直线 % 5 " 外具有连续的一

阶导数，当区域 ( 包含直线 % 5 " 时，一定存在着唯一的连续解，此解在 % 5 " 上可能具有弱间断，而在其他

区域处处连续可微 *

" 定理的证明

方程组（$）的特征方程为

" " + $
" " + ’

+ $ " "
& "

故 3 个不同的特征值分别为"$ 5 $（%，"），"! 5 "，"3 5 7 $（%，"），以 $ 7（ "），$ 8（ "）分别表示 $（%，"）在（"，"）
处的左右极限 *过（"，"）点作特征线 , 8 和 , 7 * , 8 ：9% - 9 " 5 $ 8（"），, 7 ：9% - 9 " 5 7 $ 7（"）*因为在 , 8 与正 %
轴围成的区域内，$（%，"）二阶连续可微，初始条件函数一阶连续可微，故可求得方程（$）和（!）唯一的连续可

微解 *同理，在 , 7 和负 % 轴围成的区域内也具有唯一的连续可微解［$!#］*
现讨论 , 8 和 , 7 所围成的区域 (，该区域包含直线 % 5 " *记 ($ 为 , 8 与 % 5 " 所围成的区域，(! 为 , 7
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图 ! 线性双曲型方程组的特征线
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与 ! ! " 所围成的区域 " 下面先在 ## 与 #$ 内将所给问题转化

成积分方程组；然后证明在 # 内存在唯一的连续解；最后证明

所给 %&’()* 问题在 ##（或 #$）内连续可微解存在，并且以上求

得的 $#（!，%），$$（!，%），$+（!，%）在 ## 内具有一阶连续偏导数 "
(% 在 ## 与 #$ 内将所给问题转化成积分方程组 "在 ## 内

的任一点（!，%），作斜率为 &（ !，%）的特征线 ’#，交 % 轴于（"，

%#），作 斜 率 为 " 的 特 征 线 ’$，交 ! 轴 于（ !$，"），作 斜 率 为

, &（!，%）的特征线 ’+，交 ! 轴于（ !+，"），其中 !$ ! !，过（"，%#）
作斜率 为 & ,（ %#）的 特 征 线 ’- 交 ! 轴 于（ !-，"），作 斜 率 为

, & .（ %#）的特征线 ’/ 交 ! 轴于（!/，"），如图 # 所示 "
作未知函数的线性变换

$#
$$
$









+

(
& " &
) ) )
& " *









&

+#
+$
+









+

或

+#
+$
+









+

(
# , $& " # , $&
* # , & # , ) "
# , $& " * # , $









&

$#
$$
$









+

将方程组（#）化为对角型方程组
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沿 ’# 积分得 +#（!，%）( +#（- "，%#）-"’#
.（$# - $+）0! （+）

再分别沿 ’$，’+，’-，’/ 积分，并将初始条件及所作的未知函数的线性变换代入，得

+$（!，%）( * "#（!）

&（!，"）- "$（!）

)（!，"）-"’$
（/$# - 0$$）0! （-）

++（!，%）(（"#（!+）*"+（!+））（$&（!+，"））*# -"’+
1（$# * $+）0! （/）

+#（* "，%#）(（"#（!-）-"+（!-））（$&（!-，"））*# -"’-
.（$# - $+）0! （1）

++（- "，%#）(（"#（!/）*"+（!/））（$&（!/，"））*# -"’/
1（$# * $+）0! （2）

其中 +#（ , "，%#），+#（ . "，%#）分别表示（"，%#）处 +#（!，%）关于 ! 的左右极限 "
由于是在连续函数范围内证明解的存在唯一性，故 $2 满足

$2（"，%）( $2（* "，%）( $2（- "，%） （ 2 ( #，$，+）

所以 +#（ , "，%#）!［$#（"，%#）. $+（"，%#）］（$& ,（ %#））, #，++（ . "，%#）!［$#（"，%#）, $+（"，%#）］（$& .（ %#））, #，解

出 $#（"，%#）! & ,（ %#）+#（ , "，%#）. & .（ %#）++（ . "，%#），$+（"，%#）! & ,（ %#）+#（ , "，%#）, & .（ %#）++（ . "，%#），将

式（1），（2）代入，得

$#（"，%#）( &*（ %#）［"#（!-）-"+（!-）］（$&（!-，"））*# - &-（ %#）［"#（!/）*"+（!/）］（$&（!/，"））*# -

&*（ %#）"’-
.（$# - $+）0! - &-（ %#）"’/

1（$# * $+）0!

$+（"，%#）( &*（ %#）［"#（!-）-"+（!-）］（$&（!-，"））*# * &-（ %#）［"#（!/）*"+（!/）］（$&（!/，"））*# -

&*（ %#）"’-
.（$# - $+）0! * &-（ %#）"’/

1（$# * $+）0!
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进而 !!（" "，#!）$ %&（ #! {）［!!（’#）"!$（’#）］（%%（’#，"））&! "

!(#
)（*! " *$）& }"（%"（ #!））&! （’）

将式（$），（#），（(），（’）代入所作的线性变换，得

*!（’，#）$ %（’，# {） %&（ #!）［!!（’#）"!$（’#）］（%%"（ #!）%（’#，"））&! "［!!（’$）&!$（’$）］（%%（’$，"））&! "
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*%（’，#）$ ,（’，# {） %&（ #!）［!!（’#）"!$（’#）］（%%"（ #!）%（’#，"））&! "［!!（’$）&!$（’$）］（%%（’$，"））&! &

!!（’）- %（’，"）"!%（’）- ,（’，"）"!(!
)（*! " *$）&" "!(%

（.*! " /*%）&" "

!($
+（*! & *$）&" " %&（ #!）!(#

)（*! " *$）&"- % "（ #! }）

*$（’，#）$ %（’，# {） %&（ #!）［!!（’#）"!$（’#）］（%%"（ #!）%（’#，"））&! &［!!（’$）&!$（’$）］（%%（’$，"））&! "

!(!
)（*! " *$）&" &!($

+（*! & *$）&" " %&（ #!）!(#
)（*! " *$）&"- % "（ #! }）

!" 证明在 0 内存在唯一的连续解 1以上积分方程组中的各项及积分号前的系数都是一阶连续可微的，

利用逐次逼近法即可得到 0! 上唯一的连续可微解 1同法可作 0% 上 *!（ ’，#），*%（ ’，#），*$（ ’，#）所满足的积

分方程组，利用逐次逼近法即可得到 0% 上唯一的连续可微解，由此可得区域 0 上的连续解 1因此，只需证明

利用逐次逼近法可以得到 0! 上唯一的连续可微解 1取 *（"）
2 （ ’，#）)!2（ ’）（ 2 ) !，%，$），得 *（3）

2 ，研究函数列

｛*（3）
2 ｝的一致收敛性 1

令 "" #"4，不妨设!2（’）（ 2 ) !，%，$）给定在区间［ * 5，5］上，过（ * 5，"），（ 5，"）点分别作斜率为 % 及 * %
的特征线，围成闭域#0，记：
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｛ ) ， . ， / ， + ｝ 9 $ +,-

（ ’，#）$#0
｛ %（’，#）， ,（’，#）｝

于是得

*（!）
! & *（"）

! " %6 *（!）
% & *（"）

% " %6 *（!）
$ & *（"）

$ " %6

*（%）
! & *（!）

! " !%6789# *（%）
% & *（!）

% " !.6789# *（%）
$ & *（!）

$ " !%6789#

假设 *（3）
2 * *（3 * !）

2 "%6（’789#）3 - 3！ （ 2 ) !，%，$）

则 *（3 / !）
2 * *（3）

2 "%6（’789#）3 / ! -（3 / !）！ （ 2 ) !，%，$）

根据数学归纳法，对于任何 3，都有

*（3）
2 & *（3&!）

2 " %6（’789#）3 - 3！ （ 2 $ !，%，$）

又 #"4，故由级数%
0

3 $ "
%6（’789#）3 - 3！的收敛性知 *（"）

2 "%
0

3 $ "
（*（3"!）

2 & *（3）
2 ）在 0! 上一致收敛，即在 0! 上

积分方程组的解存在且连续 1同理可证得在 0% 上相应的积分方程组的解存在且连续 1连续性得证 1
下面用反证法证明唯一性 1 设积分方程组有（ *!，*%，*$）和（:!，:%，:$）% 组解，令 6! ) +,-

（ ’，#）$#0
｛ *! *

:! ， *% * :% ， *$ * :$ ｝1由于 *! * :!，*% * :%，*$ * :$ 满足方程组

*! & :! $ %（’，# {）!(!
［)（*! & :!）" )（*$ & :$）］&" "!($

［+（*! & :!）&

+（*$ & :$）］&" " %&（ #!）!(#
［)（*! & :!）" )（*$ & :$）］&"- % "（ #! }）
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可得 0""0"
（&1234）5

5！
，所以 0" ’ (，从而 !" ’ #"，!! ’ #!，!# ’ ##，唯一性得证 6

!" 证明所给 )*+,-. 问题在 7"（或 7!）内连续可微解存在，并且以上求得的 !"（ &，’），!!（ &，’），!#（ &，’）
在 7" 内具有一阶连续偏导数 6

因为 ’" 连续依赖于（&，’），!"，!!，!# 对 ’ 的偏导数的连续性可直接由积分方程组解的连续性推出，所以

对于 !"，!!，!# 关于 & 的偏导数的连续性，只需证明 #!（5）
8

#{ }&
（ 8 ’ "，!，#）是一致收敛即可 6 由于 .（ &，’），

%（&，’）在 7" 内二阶连续可微，"8（&）（ 8 ’ "，!，#）在 7" 内一阶连续可微，将以上积分方程组的各项近似式对

& 求导，可得 #!（5）
8

#{ }&
（ 8 ’ "，!，#）满足的近似式，用证明｛!（5）

8 ｝（ 8 ’ "，!，#）一致收敛的类似方法即可证明

#!（5）
8

#{ }&
（ 8 ’ "，!，#）一致收敛，故#!（5）

8

#& （ 8 ’ "，!，#）连续 6

而 !8（&，’）（ 8 ’ "，!，#）在直线 & ’ ( 上可能是弱间断的 6例如，取

.（&，’）$ %（&，’）$
!（& $ (）

"（& 9 ({ ） ""（&）$"!（&）$ ""#（&）$
/& /!（& $ (）

/&（& 9 ({ ）

得

!"（&，’）$ /’ * & /!

!!（&，’）$ /’ * & /!

!#（&，’）$ " /’ * & /
{

!

（& $ (）

!"（&，’）$ /’ * &

!!（&，’）$ /’ * &

!#（&，’）$ " /’ *
{

&

（& 9 (）

此解在 & ’ ( 上是弱间断的 6
定解问题式（"）和（!）解的存在唯一性也可通过构造适当的 0*1*,- 空间并利用 0*1*,- 压缩映象原理证

得［2!3］6
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