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Sylvester 矩阵方程的改进 IO 迭代算法

康 靖，*马昌凤

（福建师范大学数学与统计学院，福建，福州 350117）

摘 要：通过对 Sylvester 矩阵方程的理论分析，可知 IO 迭代算法中迭代矩阵的谱半径随内迭代次数的增大而减小，更新了

IO 迭代算法中内迭代次数的选择方法，并证明了该算法收敛性与初始矩阵无关。Sylvester 矩阵在满足一些特定条件下，为

了进一步提高收敛速度，可通过选择适当的相关参数，使得 IO 迭代算法有较好的收敛速度且比 Smith 算法的迭代次数明显

减少。
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IMPROVED IO ITERATIVEALGORITHM FOR SYLVESTERMATRIX
EQUATION

KANG Jing，*MA Chang-feng
（School of Mathematics and Statistics, Fujian Normal University, Fuzhou, Fujian 350007, China）

Abstract：Through the theoretical analysis of the Sylvester matrix equation, it is known that the spectral radius
of the iterative matrix in the IO iteration algorithm decreases with the increase of the number of inner iterations.
The selection method of the number of inner iterations in the IO iteration algorithm is updated, and the
convergence of the algorithm is proved to be independent of the initial matrix. When the Sylvester matrix satisfies
some specific conditions, in order to further improve the convergence speed, by selecting appropriate relevant
parameters, the IO iteration algorithm has a better convergence speed and the number of iterations is significantly
reduced than that of the Smith algorithm.
Key words：Sylvester matrix equations; IO iteration algorithm; Smith method; convergence; iteration factors

0 引言

将考虑下述的 Sylvester 矩阵方程

X AXB C  (0.1)

其中， m m n n m nA B C      ， ， 是已知矩阵，

m nX  为待求矩阵。关于 Sylvester 矩阵方程的

求解。

Sylvester 矩阵方程在许多领域都有广泛应用，

例如控制理论、数值代数、图像处理等[1-3]方面。

近几十年来，取得了一定的研究成果，但还有一

些需要改进的问题，寻找更高效的求解方法是当

今很多人的研究方向。近几年，许多求解方程的

数值实验得到很大发展，例如 Smith 算法[4]，ADI

算法[5]，HSS 型算法[6-7]。在文献[8]中，Tian 等人

结合了 Smith 方法中的 IO 迭代算法，提出了

MSIO 算法求解 CLMEs。在文献[9]中，Ke 和 Ma

提出了求解特定 Sylvester 矩阵方程的交替方向法。
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笔者基于 IO 迭代算法的收敛原则，分析了方

程的迭代矩阵相关性质，得到即使在迭代因子

1  的情况下，可通过选择合适的参数来限制内

迭代，使 IO 迭代算法具有更快的收敛速度。

本研究结构如下：第一节提出 IO 迭代算法，

并证明了 IO 迭代算法在某些特定条件下的收敛性

（其中包含了 1  的情况），分析这种情况下，

为了加快收敛速度选择迭代因子 kl 和  的策略；第

二节比较在特定条件下，改进 IO 迭代算法和

Smith 算法的收敛速度；第三节给出两个数值实验，

比较了改进 IO 迭代算法和 Smith 算法的收敛速度；

最后对全文进行总结，并对今后的工作进行展望。

1 IO 迭代算法

在文献[8]中，Tian 等人提出了用 IO 迭代算法

求解 Sylvester 矩阵方程，其中 IO 迭代算法可表述

为如下：

1 1 (1 ) , 0,1,2,k k kX AX B AX B C k       

(1.1)

其中， 0 1  方程是 IO 迭代算法的外迭代过程。

令 (1 ) kW AX B C   且 0 1,
kk l kY X Y X   ，可

以得到定义如下的内迭代过程：

1 , 0,1,2, , 1i i kY AY B W i l     (1.2)

其中， kl 为方程迭代到第 k 步时的内迭代次数。

算法 1: IO 迭代算法

输入： 将方程(1.1)向量化后输入 TB A H  ， ( )vec C c ；

初始值 X0=O，RES=0，终止条件 ò ，且记 vec(Xk)=xk；
输入γ的值.

输出： xk
1： If RES  ò then
2： 迭代结束

3： else

4：
1

1

( ) (1 ) ( )
k

k
k

l
l i

l
i

G H H H  




   
;

5：
1

0

( )
k

k

l
i

l
i

F H





;

6： 1 k kk l k lx G x F c   ;

7： 1 2k kRES x x   ;

8： 1k kx x 
;

9： end if

引理 1[4,8] 若 ( ) ( ) 1A B   且1 1  ，则由

迭代算法产生的序列 0{ }k kx 
 收敛于方程的精确解，

且在文献[8]中比较 IO 迭代算法和 Smith 算法的收

敛速度与 IO 迭代算法收敛速度更快。

引理 1 已经给出了 IO 迭代算法在 0 1  的

情况下的收敛性。接下来，为了讨论 IO 迭代算法

在  更大的范围内的收敛性及收敛速度，需要进

行一些恰当的假设。

假设 1 设 ( ) ( ) 1A B   ，

(1 )(1 ( ) ( ))0
2 ( ) ( )

A B
A B

  
 

 
  ，

1 ( ) ( )
1 ( ) ( )

A B
A B

 
 





。

在假设 1 下，可以通过简单计算得到下述结

论：

（1） ( ) ( ) 1A B   ；

（2）
(1 )(1 ( ) ( )) 1

2 ( ) ( )
A B

A B
  
 

 
 ；

（3） lim( ( ) ( )) 0n

n
A B 


 ，即 N ，当

n N  ，有
1 ( ) ( )( ( ) ( ))
1 ( ) ( )

n A BA B
A B

   
 


 


，

因此可取

1 ( ) ( )ln
1 ( ) ( )

ln( ( ) ( ))

A B
A BN
A B

 
  

 

 
  
 
  

 ，

其中 x   代表对 x向上取整。

证明 （1）

(1 )(1 ( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

A BA B A B
A B

     
 

 
 

(1 )(1 ( ) ( )) (1 ( ) ( )) 1
2 2
A B A B      

  (1.3)

（2）将
1 ( ) ( )
1 ( ) ( )

A B
A B

 
 





代入可得

(1 )(1 ( ) ( ))
2 ( ) ( )

A B
A B
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1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )(1 )
1 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

A B A B
A B A B

   
   

 
 



2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1
1 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

A B A B
A B A B

   
   





(1.4)

（3）由结论(1)以及结合收敛的定义易得，在

此不做赘述。

1.1 收敛性

下述定理给出 IO 迭代算法在假设 1（其中包

含了 1  的情况)下的收敛性的详细证明。

定理 1 若方程满足假设 1 且 kl  ，则

( ) 1
kl

G  。

证明 由算法 1 的第 4 行可知，

1

1

( ) (1 ) ( )
k

k
k

l
l i

l
i

G H H H  




   
设 i 为H 的特征值，则有

1
( )

0

( ) (1 ) ( )
k

k k k

l
l l l
i i i i

j

    




   

(1 )(1 ( ) )1
1

kl
i i

i

 


 



(1.5)

又因为 ( ) ( ) ( ) ( )TH B A A B      ，则

( ) (1 )(1 ( ) )1
1

k
k

l
l i i
i

i

 



 

  


∣ ∣∣ ∣

1(1 ( ) )
1

k k kl l l
i i i

i

    


  



∣ ∣

1 1
1

kl
i i i

i

   


  



∣ ∣∣ ∣∣ ∣∣ ∣

∣ ∣

1 ( ) ( ( )) (1 ( ))
1 ( )

klH H H
H

   


  



∣ ∣

1 ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

klA B A B A B
A B

      
 

  


∣ ∣

(1.6)

由假设 1 的分析可得， ( ) ( ) 1A B   ，且当

kl  时，有 ( ( ) ( )) klA B   ，则根据  与 1 的

大小关系分类考虑有下述两种情况：

当 0 1  时有

( )kl
i ∣ ∣

1 ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

klA B A B A B
A B

      
 

  



∣ ∣

(1 ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

klA B A B A B
A B

      
 

  




(1 ) ( ) ( ) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )
A B A B

A B
     

 
  




(1 ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
1 ( ) ( )
A B A B

A B
    

 
  




1 ( ) ( ) 1.
1 ( ) ( )

A B
A B

 
 





(1.7)

当
(1 )(1 ( ) ( ))1

2 ( ) ( )
A B

A B
  
 

 
  时有

( )kl
i ∣ ∣

1 ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

klA B A B A B
A B

      
 

  



∣ ∣

( 1) ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

klA B A B A B
A B

      
 

  




(1 )(1 ( ) ( ))( 1) ( ) ( ) (1 ( ) ( ))
2 ( ) ( ) 1(1 )(1 ( ) ( ))1 ( ) ( )

2 ( ) ( )

A B A B A B
A B

A B A B
A B

       
 

    
 

    


 

(1.8)

综上所述，证得 ( ) 1
kl

G  ，IO 迭代算法是收

敛的。

1.2 分析参数 lk和γ的选择策略

定理 2 若方程满足假设 1 且 kl  ，则 lk越

大 IO 迭代算法收敛速度越快。

证明 由定理 1 中的(1.5)可知，

( ) (1 )(1 ( ) )1
1

k
k

l
l i i
i

i

 



 

 


而 H的特征值 1i  ，且由(1.3)可知 ( )i A  

( ) 1B  。

令
(1 )(1 ( ) )( ) 1

1

kl
i i

k
i

h l  


 
 


，对 ( )kh l 关于

lk求导后有
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ln( )(1 )( )( ) .
1

kl
i i i

k
i

h l   

 


(1.9)

显然， ( ) 0kh l  。所以， ( )kh l 是关于 lk的递

减函数，即 ( )
kl

G 随着内迭代次数 lk的增大而减

小，收敛速度更快。

定理 3 若方程满足假设 1 且 lk＞ω，则γ→1

时 IO 迭代算法收敛效果比较好。

证明 由定理 1 中的(1.6)可知，

( ) 1 ( ) ( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )

k
k

l
l
i

A B A B A B
A B

      
 

  



∣ ∣

∣ ∣ ，

又因为 kl  ，有 ( ( ) ( )) klA B   ，代入上式可以得到

( )kl
i ∣ ∣

1 ( ) ( ) (1 ( ) ( ))
1 ( ) ( )
A B A B

A B
     

 
  


∣ ∣

(1.10)

记 ( ) ( )A B   ，令
1 ( ) ( ) (1 (( ) ( ))

( ) ( )
)

1
A B A Bf

A B
     

 
  





∣ ∣

(1 ) ( ) ( ) (1 ( ) ( )) , 0 1,
1 ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) (1 ( ) ( )) (1 )(1 ( ) ( )), 1 ,
1 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

A B A B
A B

A B A B A B
A B A B

      
 

        
   

     
       
 

(1 ) (1 ) , 0 1,1
(1 )(1 )( 1) (1 ) 1 ., 2

  

 
1

 

   


     


  
  

      
 

(1.11)

对(1.11)式求导进行化简后有

2

2

(1 ) [(1 ) (1 )]( ) , 0 1,
(1 )

)
(1 ) [( 1) (1 )]( ) (1 )(1 ),

(
1 ,

2(1 )

f

       



        



                    
 

2

2

2

2

(1 ) , 0 1,
(1 )

(1 ) (1 )(1 ), 1 .
2(1 )

    


     


   
  


       

(1.12)

由上式分析得，在 0 1  时， ( ) 0f   ，

即 ( )f  关于  递减；在
(1 )(1 )1

2
 


 
  时，

( ) 0f   ，即 ( )f  关于  递增；在 1  处

( )f  取到最小值。又因为在 1  时，只是 ( )f 

取到了上界的最小值，而不是直接关于谱半径

( )
kl

G 的，所以 IO 迭代算法在 1  时有较好

的收敛效果。

2 收敛速度

在假设 1 下，相关参数 kl 遵循最优选择策略，
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 满足假设 1，分析改进 IO 迭代算法收敛速度，

进一步判断是否比 Smith 方法收敛更快。现将

Smith 算法做简单引入，具体可参考文献[4]。

对方程(0.1)两边向量化展开得

1( )Tx I B A c   

1 1 1

1 1

(( ) )T k k k

k k

B A c H c
 

  

 

   (2.1)

算法 2: Smith 算法

输入： 将方程（1.1）向量化后输入 TB A H  ， ( )vec C c ;

初始值 X0=O，RES=0，终止条件 ò，且记 ( )k kvec X x ；

输出： kx
1： If RES  ò then

2： 迭代结束

3： else

4： 1
k

k kx x H c  
;

5： 1 2k kRES x x  
;

6： 1k kx x  ;

7： end if

由(2.1)可得 Smith 算法的迭代矩阵为 H，因此

要证明 IO 迭代算法比 Smith 算法收敛速度更快，

只需证明 ( ) ( )
kl

G H  即可。为了证明方便，先

引入一个关于谱半径的不等式。

引理 2[7] 令 ( )A 为矩阵 A的谱半径，对于任

意的 A和任意的 0  ，存在算子范数   满足

( ) ( )A A A      .

定理 4 若假设方程的系数矩阵 ,A B 满足

( ) ( ) 1A B   ，
(1 )(1 ( ) ( ))0

2 ( ) ( )
A B

A B
  
 

 
 

且

2
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

A B A B
A B A B

   
   

  
    

。则对于任

意的 0  ，存在 kp ，当 k kl p 时，IO 迭代

算法比 Smith 算法收敛速度更快。

证明 由算法 1 的第 4 行可得，

1

1

( ) (1 ) ( )
k

k
k

l
l i

l
i

G H H H  




    .

令

1 , (1 ) , .M H N H R H       (2.2)

代入迭代矩阵 Glk中得到

1( )k k
k

l l
lG R I R M N   

1( )( ).klI I R I M N   (2.3)

由假设条件可知， ( ) ( ) 1A B   ，可以得到

lim ( ) k

k

l

l
H O


 。则存在 kp ，满足当 k kl p

时，有

( )k kl lR H       (2.4)

结合 的范围，

1 1( ) [(1 ) (1 ) ]M N H H       

1 ( ) ( )
1 ( ) ( )

A B
A B

  
 





∣ ∣

( ) ( ) 1.A B   (2.5)

由引理 2 得，存在算子范数   和 0  ，满

足

1 1( ) ( ) ( )M N M N A B           (2.6)

将不等式和结合关于迭代矩阵
kl

G 的(2.3)关系

式中，则有：

1( )( )k k
k

l l
lG R I R M N 

      

1(1 )k kl lR R M N  
       

(1 )( ( ) ( ) ) ( )A B g         (2.7)

由于不等式(2.7)是对于任意的 0  成立，则

由 0
lim ( ) ( ) ( ) ( )g A B H


   


  ，可以证得 IO 迭

代算法比 Smith 算法收敛速度更快。

3 数值实验

下面用两个数值例子来说明所提出的改进 IO

迭代算法的收敛性能，以及对相关参数 kl 和  选择

策略的可视化。两种算法终止条件为 710RES  ，

数值实验是在 MATLAB-R2017a 软件运行。

例 1 针对求解 Lyapunov 矩阵方程 X-AXAT=C，

其中
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0
0

0
,

0

A


 

 




 
  
 

  
 
 
   

  
 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

C

 
  
 
 

 

  

在这个例子中，我们取 15n  。由图 1 分析得

到当 0.5  ， (0.5,1.2)  有 ( ) 1A  。对于 

取一些不同值的情况时，分析所需迭代次数，可

知 1  时也是收敛的，且 1  有较好的收敛速

度，IO 迭代算法比 Smith 方法收敛速度整体要快

一些。

图 1 对于不同的γ和β的 IO 迭代算法和 Smith 算法迭代

次数

Fig.1 The number of iterations of IO iterative method and
Smith method for differentγandβ

由定理 1 可知，lk越大，收敛速度越快，不同

的  会导致迭代矩阵的谱半径不同，从而 lk的最佳

选择不同，详细数据在表 1 中体现。随着γ越大，

为了更快的收敛，可以取更合适的 lk，从而使得迭

代次数最少。

表 1 不同的β下的 kl 和迭代次数 IT

Table 1 lk and iteration times IT for differentβ

IO 迭代算法  0.40
    kl IT

   0.42
    kl IT

   0.44
    kl IT

   0.46
    kl IT

 

γ

0.5 2 18 2 22 2 28 3 35

0.6 2 17 2 21 3 23 4 30

0.7 2 16 3 16 3 21 5 24

0.8 3 12 3 15 4 16 6 19

0.9 3 11 4 11 5 12 8 14

1.0 3 10 5 8 7 8 12 7

1.1 4 9 6 8 10 10 21 28

1.2 5 9 9 18 18 61 99 28

Smith IT 24 30 40 56

由表 1 分析可得，lk的适当选取会明显降低总

的迭代次数。

例 2 针对求解方程 X AXB C  ，其中

,

pq pq

D I
I D I

I D I
A

I
I D
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0
0

0

0 p p

D


 

 


 

 
 
 
 

  
 
 
  
 

  
 

其中

, , 0.2,T
pq pqB A C I   

0.50,0.52,0.54,0.56  。

显然 ,A B 为非负矩阵。具体实验中我们取

3, 10, 0.2q p    ， 不同值的情况。从图 2 和

表 2 中可以看出，随着  的变化， kl 也在变化，对

应的最佳 kl 也随之不同，且 IO 迭代算法比 Smith

算法迭代次数少很多。

图 2 对于不同的γ和α的 IO 迭代算法和 Smith 算法迭代

次数

Fig. 2 The number of iterations of IO iterative method and
Smith method for differentγandα

表 2 不同的β下的 lk和迭代次数 IT

Table 2 lk and iteration times IT for different β

IO迭代算法 Β = 0.40 Β= 0.42 Β = 0.44 Β= 0.46
γ lk IT lk IT lk IT lk IT

0.5 2 14 2 15 2 15 3 15

0.6 2 13 2 14 3 13 3 13
0.7 2 13 3 11 3 12 4 14
0.8 3 10 3 11 4 13 5 9
0.9 3 11 4 12 5 9 6 9
1.0 4 11 5 10 6 10 9 9
1.1 5 12 7 8 9 10 13 9
1.2 7 9 9 12 15 9 29 9

Smith IT 39 45 54 66

4 结论

通过对 IO 迭代算法进行改进来求解 Sylvester

矩阵方程，结果表明：

1）IO 迭代算法比 Smith 方法迭代次数要少，

收敛速度快，所改进的方法更加明显减少了迭代

次数。

2）迭代因子  的选择会影响所改进方法的迭

代速度，在例 1 中有比较明显的体现。

3）虽然改进的方法加速了迭代速度，但对

Sylvester 矩阵方程有一定的特殊要求，具有一定

的局限性。

4）未来希望在参数选取上有所突破，在两个

参数选取之间的关系是否更密切。

5）可以为求解更一般的 Sylvester 矩阵方程提

供了新的研究方向。
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