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矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ的正交（Ｐ，Ｑ）－对称解 ①

赵冰艳，张剑尘

（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：定义了正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的概念，通过矩阵的正交投影构造了它的结构，针对正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的
正交不变性，采用直接代入法把问题转化为求矩阵方程组的正交解，利用矩阵的正交三角分解得出了矩阵方程组有正交

（Ｐ，Ｑ）－对称解的充分必要条件，及通解的表达式．最后得出矩阵方程ＡＸ＝Ｂ有正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的充要条件及通解
表达式．
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　　矩阵方程的求解问题一直是数值代数重点研
究的领域之一，关于矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ解的一般理
论研究，包括解的存在性、唯一性、通解的表达式及

数值解法等，已获得一些显著的成果．１９９０年张磊
研究出了矩阵方程ＡＸ＝Ｂ有正交解的充分必要条
件以及通解和最佳逼近的表达式［１］，１９９２年利用
Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ的正交不变性进一步研究了它在正交矩
阵集合上的最小二乘问题，并给出了它有正交解的

充分必要条件以及通解的表达式［２］．胡锡炎等给
出双对称矩阵逆特征值问题解存在的条件［３］，

２００４年盛炎平，谢冬秀．一类对对称次反对称矩阵
反问题解存在的条件［４］．２００５年周富照等通过奇
异值分解给出了矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的对称正交反对
称矩阵反问题的最小二乘解［５］．２００５年孟纯军，胡
锡炎通过Ｃ－Ｓ分解给出了矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ有对
称正交解的充分必要条件以及通解的表达式［６］．
类似的研究了矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ的正定解［７］，最小

二乘问题上的解［８－９］及正交（Ｐ，Ｑ）－反对称
解［１０］．在此基础上，本文引入正交对称矩阵 Ｐ，Ｑ，
把求矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的正交（Ｐ，Ｑ）－对称解转化
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为求矩阵方程组的正交解，主要研究以下 ３个
问题：

问题 １：给定正交对称矩阵 Ｐ，Ｑ∈Ｒｎ×ｎ，在
ｒａｎｋ（Ｐ＋Ｉ）＝ｒａｎｋ（Ｑ＋Ｉ）的约束条件下构造正交
（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的结构．

问题２：给定Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，则矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ
有正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的充分必要条件．

问题３：给定Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，则矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ
正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的通解表达式．

本文中的矩阵都采用实矩阵，用 ＡＴ表示矩阵
Ａ的一个转置，Ｒｍ×ｎ表示所有 ｍ×ｎ实矩阵集合，
ＯＲｎ×ｎ表示所有 ｎ阶实正交矩阵集合，ｒａｎｋ（Ａ）表
示矩阵Ａ的秩．

设Ｐ∈Ｒｎ×ｎ，且 Ｐ＝ＰＴ；ＰＴＰ＝Ｉｎ．即 Ｐ为正交
对称矩阵．若无特别声明，本文中的Ｐ，Ｑ为一给定
的正交对称矩阵．

１　基本概念和相关引理

定义１　矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，存在非奇异矩阵 Ｒ∈
Ｒｍ×ｍ和Ｓ∈Ｒｎ×ｎ使得 ＲＡＳ＝Ａ（Ｐ＝Ｐ－１≠ ±Ｉ，Ｑ＝
Ｑ－１≠±Ｉ），则称Ａ为（Ｒ，Ｓ）－对称矩阵［１１］．

引理１　设 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，且 ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，则存在
ｍ阶正交矩阵Ｖ和ｎ阶正交矩阵 Ｕ使得 ＶＨＡＵ＝
∑ ０[ ]０ ０

，其中∑＝ｄｉａｇ（σ１，…σｒ），且 σ１≥…≥σｒ

＞０［１２］．
引理２　给定Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，则存在正交矩阵 Ｘ

∈ＯＲｎ×ｎ，使得 ＡＸ＝Ｂ的充分必要条件是 ＡＡＴ

＝ＢＢＴ．
引理３　若有 Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，且 ＡＡＴ＝ＢＢＴ，则

Ａ，Ｂ有如下的正交三角分解，

Ａ＝Ｖ
∑ ０[ ]０ ０

ＵＴ；Ｂ＝Ｖ
∑ ０[ ]０ ０

ＱＴ． （１）

式中，∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，…σｒ）＞０；ｒ＝ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒａｎｋ
（Ｂ）；Ｖ∈ＯＲｍ×ｍ；Ｕ，Ｑ∈ＯＲｎ×ｎ．

引理４　给定Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，且ＡＡＴ ＝ＢＢＴ，则
Ａ，Ｂ的正交三角分解如（１），则ＡＸ＝Ｂ有正交解
Ｘ∈ＯＲｎ×ｎ，且通解为

Ｘ＝Ｕ
Ｉ ０
０[ ]ＰＱ

Ｔ；Ｐ∈ＯＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）． （２）

２　矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ的正交（Ｐ，Ｑ）
－对称解

　　定义２　设矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｎ，若存在正交对称矩

阵Ｐ∈Ｒｎ×ｎ和Ｑ∈Ｒｎ×ｎ（Ｐ，Ｑ≠±Ｉ），使得ＰＡＱ＝
Ａ（ＰＡＱ＝－Ａ）且ＡＡＴ ＝ＡＴＡ＝Ｉｎ，则称Ａ为正交
（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵（正交（Ｐ，Ｑ）－反对称矩阵）．

下面讨论正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的结构．

记　Ｐ１＝
１
２（Ｐ＋Ｉ）；Ｐ２＝

１
２（Ｐ－Ｉ）；

Ｑ１＝
１
２（Ｑ＋Ｉ）；Ｑ２＝

１
２（Ｑ－Ｉ）．

易知Ｐ１，Ｑ１为正投影阵，Ｐ２，Ｑ２为负投影阵且
Ｐ２１＝Ｐ

Ｔ
１＝Ｐ１；Ｐ

２
２＝ －Ｐ

Ｔ
２＝ －Ｐ２；Ｐ１Ｐ２＝０；Ｐ１－Ｐ２＝Ｉ；

Ｑ２１＝Ｑ
Ｔ
１＝Ｑ１；Ｑ

２
２＝ －Ｑ

Ｔ
２＝ －Ｑ２；Ｑ１Ｑ２＝０；Ｑ１－Ｑ２＝Ｉ．

若ｒａｎｋ（Ｐ１）＝ｒａｎｋ（Ｑ１）＝ｒ，则 ｒａｎｋ（Ｐ２）＝
ｒａｎｋ（Ｑ２）＝ｎ－ｒ．

设Ｐ１＝Ｕ１Ｕ
Ｔ
１；Ｐ２＝ －Ｕ２Ｕ

Ｔ
２；Ｑ１＝Ｖ１Ｖ

Ｔ
１；Ｑ２＝

－Ｖ２Ｖ
Ｔ
２．其中 Ｕ１，Ｖ１∈Ｒ

ｎ×ｒ；Ｕ２，Ｖ２∈Ｒ
ｎ×（ｎ－ｒ）为列

满秩矩阵．以 Ｕ１，Ｕ２的列为列做 ｎ阶矩阵 Ｕ；以
Ｖ１，Ｖ２的列为列做ｎ阶矩阵Ｖ．

记Ｕ＝（Ｕ１，Ｕ２）；Ｖ＝（Ｖ１，Ｖ２）；Ｕ，Ｖ∈ＯＲ
ｎ×ｎ

Ｐ＝Ｐ１＋Ｐ２＝Ｕ１Ｕ
Ｔ
１－Ｕ２Ｕ

Ｔ
２； （３）

Ｑ ＝Ｑ１＋Ｑ２＝Ｖ１Ｖ
Ｔ
１－Ｖ２Ｖ

Ｔ
２． （４）

在ｒａｎｋ（Ｐ＋Ｉ）＝ｒａｎｋ（Ｑ＋Ｉ）的前提下，得出
以下结论

定理１　设矩阵 Ａ∈Ｒｎ×ｎ为正交（Ｐ，Ｑ）－对
称矩阵的充分必要条件为

Ａ＝Ｕ
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ；ＡＵ１Ｖ１∈ＯＲ
ｒ×ｒ；

ＡＵ２Ｖ２∈ＯＲ
（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）． （５）

证：（充分性）对任意的正交矩阵 ＡＵ１Ｖ１，ＡＵ２Ｖ２，

记Ａ＝Ｕ
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ，由公式（３），（４）可得

ＰＡＱ ＝

（Ｕ１Ｕ
Ｔ
１－Ｕ２Ｕ

Ｔ
２）（Ｕ１，Ｕ２）

ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
ＶＴ







２
（Ｖ１Ｖ

Ｔ
１－Ｖ２Ｖ

Ｔ
２）＝

（Ｕ１，－Ｕ２）
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
－ＶＴ







２
＝

（Ｕ１，Ｕ２）
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
ＶＴ







２
＝Ａ；

ＡＡＴ＝（Ｕ１，Ｕ２）
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
ＶＴ







２
（Ｖ１，Ｖ２）

ＡＴＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＴＵ２Ｖ
[ ]

２

ＵＴ１
ＵＴ







２
＝Ｉｎ；

６２１
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ＡＴＡ＝（Ｖ１，Ｖ２）
ＡＴＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＴＵ２Ｖ
[ ]

２

ＵＴ１
ＵＴ







２
（Ｕ１，Ｕ２）

ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
ＶＴ







２
＝Ｉｎ．

所以Ａ为正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵．
（必要性）若 Ａ为正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵，由

定义２知ＰＡＱ＝Ａ，ＡＡＴ＝ＡＴＡ＝Ｉｎ，可得

Ｐ１ＡＱ２＋Ｐ２ＡＱ１＝（
Ｐ＋Ｉ
２Ａ

Ｑ－Ｉ
２ ）＋（

Ｐ－Ｉ
２Ａ

Ｑ＋Ｉ
２ ）＝

１
４（ＰＡＱ－ＰＡ＋ＡＱ－Ａ）＋

１
４（ＰＡＱ＋ＰＡ－ＡＱ－Ａ）

＝１２（ＰＡＱ－Ａ）＝０．

从而有

Ａ＝（Ｐ１－Ｐ２）Ａ（Ｑ１－Ｑ２）＝Ｐ１ＡＱ１－Ｐ１ＡＱ２－Ｐ２ＡＱ１
＋Ｐ２ＡＱ２＝Ｐ１ＡＱ１＋Ｐ２ＡＱ２＝Ｕ１Ｕ

Ｔ
１ＡＶ１Ｖ

Ｔ
１＋

Ｕ２Ｕ
Ｔ
２ＡＶ２Ｖ

Ｔ
２．

令ＡＵ１Ｖ１＝Ｕ
Ｔ
１ＡＶ１；ＡＵ２Ｖ２＝Ｕ

Ｔ
２ＡＶ２．可得

Ａ＝Ｕ１ＡＵ１Ｖ１Ｖ
Ｔ
１＋Ｕ２ＡＵ２Ｖ２Ｖ

Ｔ
２＝

（Ｕ１，Ｕ２）
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ１
ＶＴ( )
２

＝

Ｕ
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ．

又因为

ＡＵ１Ｖ１ＡＵ１Ｖ１
Ｔ＝ＡＵ１Ｖ１

ＴＡＵ１Ｖ１＝Ｉｒ；

ＡＵ２Ｖ２ＡＵ２Ｖ２
Ｔ＝ＡＵ２Ｖ２

ＴＡＵ２Ｖ２＝Ｉｎ－ｒ．

所以 ＡＵ１Ｖ１∈ ＯＲ
ｒ×ｒ；ＡＵ２Ｖ２∈ ＯＲ

（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）．

证毕．
定理２　给定 Α，Β∈Ｒｍ×ｎ，则矩阵方程 ＡＸ＝

Ｂ有正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的充分必要条件为
ＡＡＴ＝ＢＢＴ；ＡＰＡＴ＝ＢＱＢＴ． （６）
证：对任意正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵 Ｘ，由定理

１，Ｘ可表示为

Ａ＝Ｕ
ＡＵ１Ｖ１ ０

０ ＡＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ；

ＡＵ１Ｖ１∈ＯＲ
ｒ×ｒ；

ＡＵ２Ｖ２∈ＯＲ
（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）．

从而

ＡＸ＝ＢＡＵ
ＸＵ１Ｖ１ ０

０ ＸＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ＝Ｂ

ＡＵ
ＸＵ１Ｖ１ ０

０ ＸＵ２Ｖ[ ]
２

＝ＢＶ

Ａ（Ｕ１，Ｕ２）
ＸＵ１Ｖ１ ０

０ ＸＵ２Ｖ[ ]
２

＝Ｂ（Ｖ１，Ｖ２）

ＡＵ１ＸＵ１Ｖ１＝ＢＶ１；

ＡＵ２ＸＵ２Ｖ２＝ＢＶ２{ ．

所以求矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的正交（Ｐ，Ｑ）－对称解等

价于求矩阵方程组
ＡＵ１ＸＵ１Ｖ１＝ＢＶ１；

ＡＵ２ＸＵ２Ｖ２＝ＢＶ２{ ．
的正交解．

令Ａ１＝ＡＵ１∈Ｒ
ｍ×ｒ；Ｂ１＝ＢＶ１∈Ｒ

ｍ×ｒ；Ａ２＝ＡＵ２
∈Ｒｍ×（ｎ－ｒ）；Ｂ２＝ＢＶ２∈Ｒ

ｍ×（ｎ－ｒ）．则

ＡＸ＝Ｂ
Ａ１ＸＵ１Ｖ１＝Ｂ１；

Ａ２ＸＵ２Ｖ２＝Ｂ２
{ ．

；

ＸＵ１Ｖ１∈ＯＲ
ｒ×ｒ；ＸＵ２Ｖ２∈ＯＲ

（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）．

由引理２知　ＸＵ１Ｖ１∈ＯＲ
ｒ×ｒ；ＸＵ２Ｖ２∈

ＯＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）存在的充分必要条件为

Ａ１Ａ１
Ｔ＝Ｂ１Ｂ１

Ｔ

Ａ２Ａ２
Ｔ＝Ｂ２Ｂ２{ Ｔ


ＡＵ１Ｕ

Ｔ
１Ａ
Ｔ＝ＢＶ１Ｖ

Ｔ
１Ｂ
Ｔ；

ＡＵ２Ｕ
Ｔ
２Ａ
Ｔ＝ＢＶ２Ｖ

Ｔ
２Ｂ
Ｔ{ ．


ＡＰＡＴ＋ＡＡＴ＝ＢＱＢＴ＋ＢＢＴ

ＡＰＡＴ－ＡＡＴ＝ＢＱＢＴ－ＢＢ{ Ｔ

ＡＡＴ＝ＢＢＴ；ＡＰＡＴ＝ＢＱＢＴ{ ．

所以矩阵方程ＡＸ＝Ｂ有正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的充
分必要条件为

ＡＡＴ＝ＢＢＴ；ＡＰＡＴ＝ＢＱＢＴ．

定理３　给定 Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，且 ＡＡＴ＝ＢＢＴ；

ＡＰＡＴ＝ＢＱＢＴ．则矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ有正交（Ｐ，Ｑ）
－对称解且通解表达式为

Ｘ＝Ｕ
ＸＵ１Ｖ１ ０

０ ＸＵ２Ｖ[ ]
２

ＶＴ． （７）

其中，

ＸＵ１Ｖ１＝Ｓ１
Ｉｒ１ ０

０ Ｍ[ ]
１

ＮＴ１；Ｍ１∈ＯＲ
（ｒ－ｒ１）×（ｒ－ｒ１）； （８）

ＸＵ２Ｖ２＝Ｓ２
Ｉｒ２ ０

０ Ｍ[ ]
１

ＮＴ２；Ｍ２∈ＯＲ
（ｎ－ｒ－ｒ２）×（ｎ－ｒ－ｒ２）．（９）

Ｓ１，Ｓ２，Ｎ１，Ｎ２满足定理２证明过程中Ａ１，Ｂ１，

Ａ２，Ｂ２的正交三角分解

Ａ１＝Ｒ１
∑ｒ１ ０[ ]０ ０

ＳＴ１；Ｂ１＝Ｒ１
∑ｒ１ ０[ ]０ ０

ＮＴ１； （１０）
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Ａ２＝Ｒ２
∑ｒ２ ０[ ]０ ０

ＳＴ２；Ｂ２＝Ｒ２
∑ｒ２ ０[ ]０ ０

ＮＴ２． （１１）

其中，Ｒ１，Ｒ２∈ ＯＲ
ｍ×ｍ；Ｓ１，Ｎ１∈ ＯＲ

ｒ×ｒ；Ｓ２，Ｎ２
∈ＯＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）．

证：因为 Ａ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，且 ＡＡＴ＝ＢＢＴ；ＡＰＡＴ＝
ＢＱＢＴ，由定理２证明过程可知

ＡＡＴ＝ＢＢＴ；

ＡＰＡＴ＝ＢＱＢＴ{ ．

Ａ１Ａ

Ｔ
１＝Ｂ１Ｂ１

Ｔ；

Ａ２Ａ
Ｔ
２＝Ｂ２Ｂ２

Ｔ{ ．

由引理３可知Ａ１，Ｂ１，Ａ２，Ｂ２可有如下的正交
三角分解

Ａ１＝Ｒ１
∑ｒ１ ０[ ]０ ０

ＳＴ１；Ｂ１＝Ｒ１
∑ｒ１ ０[ ]０ ０

ＮＴ１；

Ａ２＝Ｒ２
∑ｒ２ ０[ ]０ ０

ＳＴ２；Ｂ２＝Ｒ２
∑ｒ２ ０[ ]０ ０

ＮＴ２．

式中，

ｒａｎｋ（Ａ１）＝ｒａｎｋ（Ｂ１）＝ｒ１；ｒａｎｋ（Ａ２）＝ｒａｎｋ

（Ｂ２）＝ｒ２；Ｒ１，Ｒ２∈ＯＲ
ｍ×ｍ；Ｓ１，Ｎ１∈ＯＲ

ｒ×ｒ；Ｓ２，Ｎ２
∈ＯＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）．

由引理４可得矩阵方程Ａ１ＸＵ１Ｖ１＝Ｂ１；Ａ２ＸＵ２Ｖ２
＝Ｂ２．可有如下正交解

ＸＵ１Ｖ１＝Ｓ１
Ｉｒ１ ０

０ Ｍ[ ]
１

ＮＴ１；ＸＵ２Ｖ２＝Ｓ２
Ｉｒ２ ０

０ Ｍ[ ]
１

ＮＴ２．

式中Ｍ１∈ＯＲ
（ｒ－ｒ１）×（ｒ－ｒ１）；Ｍ２∈ＯＲ

（ｎ－ｒ－ｒ２）×（ｎ－ｒ－ｒ２）．

所以矩阵方程组
Ａ１ＸＵ１Ｖ１＝Ｂ１；

Ａ２ＸＵ２Ｖ２＝Ｂ２
{ ．

的正交解为

ＸＵ１Ｖ１＝Ｓ１
Ｉｒ１ ０

０ Ｍ[ ]
１

ＮＴ１；

ＸＵ２Ｖ２＝Ｓ２
Ｉｒ２ ０

０ Ｍ[ ]
２

ＮＴ２











 ．

由定理２证明过程可知求矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的
正交（Ｐ，Ｑ）－对称解等价于求矩阵方程组
ＡＵ１ＸＵ１Ｖ１＝ＢＶ１；

ＡＵ２ＸＵ２Ｖ２＝ＢＶ２{ ．
的正交解．

所以矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的通
解表达式为（７）．

３　结论

１）通过正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的正交不变
性，利用矩阵的正交投影得出２组正交矩阵Ｐ１，Ｐ２，

Ｑ１，Ｑ２，从而构造出正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵的结构
即定理１．
２）把正交（Ｐ，Ｑ）－对称矩阵代入矩阵方程

ＡＸ＝Ｂ，通过相应计算问题转化为求矩阵方程组的
正交解，利用矩阵的正交三角分解得出了矩阵方程

组有正交（Ｐ，Ｑ）－对称解的充分必要条件及通解
的表达式．最后得出矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ有正交（Ｐ，
Ｑ）－对称解的充要条件及通解表达式．
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