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摘要：利用压缩映射原理，研究具有非线性脉冲的Ｌａｓｏｔａ－Ｗａｚｅｗｓｋａ模型的概周期解，获得该系统概周期解存在

与指数稳定的充分条件．
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　　近几年，脉冲微分方程的研究引起了学者们的极
大关注．关于脉冲效应的一些有趣的结果已经在稳定
性，振动性中出现［１，２］．众所周知，脉冲微分方程概周
期系统的理论比周期系统的理论要丰富得多．特别是
在经济领域，生物领域中，概周期系统的研究比周期
系统的研究更具有现实意义［３～５］．
　　文献［６］运用压缩映射的不动点定理考虑具有线
性脉冲时滞效应的Ｌａｓｏｔａ－Ｗａｚｅｗｓｋａ模型

　　

ｘ′（ｔ）＝－α（ｔ）ｘ（ｔ）＋Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｔ）ｅ－γｉ（ｔ）ｘ（ｔ－ｈ），

　　ｉ＝１，２，…ｎ，ｔ≠τｋ
Δｘ（τｋ）＝ｘ（τｋ＋０）－ｘ（τｋ－０）＝
　　αｋｘ（τｋ）＋υ

烅

烄

烆 ｋ

概周期解的存在性．同时获得了系统概周期解存在
的充分条件，但是此充分条件并不能保证当系统是非
线性脉冲时也成立．因此我们仍然运用压缩映射的不

动 点 定 理 考 虑 非 线 性 脉 冲 时 滞 效 应 的

Ｌａｓｏｔａ－Ｗａｚｅｗｓｋａ模型

　　

ｘ′（ｔ）＝－α（ｔ）ｘ（ｔ）＋Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｔ）ｅ－γｉ（ｔ）ｘ（ｔ－ｈ），

　　ｉ＝１，２，…，ｎ，ｔ≠τｋ，

Δｘ（τｋ）＝Ｉｋ（ｘ（τｋ）），ｔ＝τ

烅

烄

烆 ｋ

（１）

概周期解的存在性，并且讨论了此概周期解的指数稳
定性．

１　 预备知识

　　 设Ｂ＝｛｛τｋ｝：τｋ∈Ｒ，τｋ＜τｋ＋１，ｋ∈Ｚ，ｌｉｍ
ｋ→±∞
τｋ＝

±∞｝是所有无界的严格递增的实数序列构成的集
合．ＰＣ（Ｒ，Ｒ）＝｛ｘ（ｔ）：Ｒ→Ｒ具有第一类间断点的分
段连续函数｝．再设ｘ０ ∈ＰＣ（Ｒ，Ｒ），定义系统（１）的
解ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ；ｔ０，ｘｔ０）满足初值条件：

　　ｘ（ｓ；ｔ０，ｘｔ０）＝ｘｔ０（ｓ），ｘ′（ｓ；ｔ０，ｘｔ０）＝ｘ′ｔ０（ｓ），ｓ∈
（－ ∞，ｔ０］；ｘ（ｔ＋０；ｔ０，ｘｔ０）＝ｘ（ｔ０），ｘ′（ｔ

＋
０；ｔ０，ｘｔ０）＝

ｘ′（ｔ０）． （２）
既然方程（１）和（２）的解是具有第一类间断点的分段
连续函数，因此我们有如下概周期的定义．
　　定义１［７］　称序列｛τｊｋ｝（τｊｋ＝τｋ＋ｊ－τｋ，ｋ∈Ｚ，ｊ∈
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Ｚ，｛τｋ｝∈Ｂ）的集合是一致概周期的，如果对任意的

ε＞０，每个序列都存在共同的ε－概周期的相对紧集．
　　 定义２［７］　 若函数（ｔ）∈ＰＣ（Ｒ，Ｒ）满足下列
条件：

　　（１）序列 ｛τｋ｝是一致概周期的，即对任意的ε＞
０，存在ｊ∈Ｚ，使得｜τｋ＋ｊ－τｋ｜＜ε；

　　（２）对任意的ε＞０，存在一个实数δ＞０，使得ｔ１
和ｔ２属于（ｔ）的同一个连续区间，当｜ｔ１－ｔ２｜＜δ
时，有｜（ｔ１）－（ｔ２）｜＜ε；

　　（３）对任意ε＞０，存在一个相对紧集Ｔ，对τ∈Ｔ
有｜（ｔ＋τ）－（ｔ）｜＜ε，对ｔ∈Ｒ满足条件｜ｔ－
τｋ｜＞ε，ｋ∈Ｚ．
则函数（ｔ）称为概周期函数．
　　 为了证明方便，我们先考虑系统：

　　
ｘ′（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ），ｔ≠τｋ，

Δｘ（ｔ）＝Ｂｋｘ（ｔ），ｔ＝τｋ｛ ．
（３）

由文献［８］知，如果Ｕｋ（ｔ，ｓ）是系统

　　ｘ′（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ），τｋ－１ ＜ｔ＜τｋ，｛τｋ｝∈Ｂ （４）
的柯西矩阵．
则系统（３）的柯西矩阵

　　Ｗ（ｔ，ｓ）＝

Ｕｋ（ｔ，ｓ），τｋ－１ ＜ｓ≤ｔ＜τｋ，

Ｕｋ＋１（ｔ，τｋ＋０）（Ｅ＋Ｂｋ）Ｕｋ（ｔ，ｓ），

　　τｋ－１ ＜ｓ≤τｋ ＜ｔ≤τｋ＋１，

Ｕｋ＋１（ｔ，τｋ＋０）（Ｅ＋Ｂｋ）Ｕｋ（τｋ，τｋ＋
　　０）…（Ｅ＋Ｂｉ）Ｕｉ（τｉ，ｓ），τｉ－１ ＜ｓ≤
　　τｉ＜τｋ ＜ｔ≤τｋ＋１

烅

烄

烆 ．
（５）

以及系统（３）的解可以表示为ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｗ（ｔ，

ｔ０）ｘ０．
　　 对系统（１），假设下面条件成立：

　　（Ｈ１）α（ｔ）∈Ｃ［Ｒ，Ｒ＋］是不恒为常数的Ｂｏｈｒ概
周期函数；

　　（Ｈ２）βｉ（ｔ），γｉ（ｔ）∈Ｃ［Ｒ，Ｒ＋］是Ｂｏｈｒ概周期函
数，且０＜ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ
｜βｉ（ｔ）｜＜Ｕｉ，Ｕｉ＞０，βｉ（０）＝０；０＜

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
｜γｉ（ｔ）｜＜Ｖｉ，Ｖｉ＞０，γｉ（０）＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ；

　　（Ｈ３）序列｛τｉｋ｝，τｉｋ＝τｋ＋ｉ－τｋ，ｋ∈Ｚ，ｉ∈Ｚ，｛τｋ｝

∈Ｂ的集合是一致概周期的，即对任意的ε＞０，存在

ｑ∈Ｚ，使得｜τｋ＋ｑ －τｋ｜＜ε，且存在θ＞０，使得

ｉｎｆ
ｋ∈Ｚ
｛τｋ＋１－τｋ｝＝θ＞０；

　　（Ｈ４）Ｉｋ ∈ＰＣ（Ｒ，Ｒ）是概周期的，即对任意的ε
＞０，存在ｑ∈Ｚ，对ｘ∈Ｒ，使得｜Ｉｋ＋ｑ（ｘ）－Ｉｋ（ｘ）｜＜
ε，且Ｉｋ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即对任意的ｘ，ｙ∈Ｒ，存
在一个函数Ｌ（ｔ）＞０，使得｜Ｉｋ（ｘ）－Ｉｋ（ｙ）｜≤
Ｌ（ｔ）｜ｘ－ｙ｜．

　　 其次考虑齐次线性脉冲系统：

　　
ｘ′（ｔ）＝－α（ｔ）ｘ（ｔ），ｔ≠τｋ，τｋ－１ ＜ｔ＜τｋ，

Δｘ（τｋ）＝０，ｔ＝τｋ｛ ．
（６）

由系统（３）～ （５）可得系统（６）解的表达式为

　　ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｗ（ｔ，ｔ０）ｘ０，ｔ０，ｘ０ ∈Ｒ． （７）

其中，Ｗ（ｔ，ｓ）＝ｅｘｐ｛－∫
ｔ

ｓ
ａ（δ）ｄδ｝，ｔ≥ｓ，ｔ，ｓ∈Ｒ．

　　 引理１［６］　 如果条件（Ｈ１），（Ｈ２）成立，则

　　（１）对于系统（６）的柯西矩阵Ｗ（ｔ，ｓ）存在一个
正常数α，使得｜Ｗ（ｔ，ｓ）｜≤ｅ－α（ｔ－ｓ），ｔ≥ｓ，ｔ，ｓ∈Ｒ．

　　（２）对任意的ε＞０，ｔ，ｓ∈Ｒ，ｔ≥ｓ，｜ｔ－τｋ｜＞
ε，｜ｓ－τｋ｜＞ε，ｋ∈Ｚ，且存在一个与函数α（ｔ）的ε－
概周期相关的稠密集Ｔ 和一个正常数Γ，使得对τ∈

Ｔ，有｜Ｗ（ｔ＋τ，ｓ＋τ）－Ｗ（ｔ，ｓ）｜≤εΓｅ－
α
２（ｔ－ｓ）．

　　引理２［９］　 （压缩映射原理）假设Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空
间Ｄ的闭子集，Ｔ： →Ｅ　 Ｅ 是压缩算子，即对任意的

ｘ，ｙ∈Ｅ，有

　　｜Ｔｘ－Ｔｙ｜≤α｜ｘ－ｙ｜，α∈ （０，１）．
则Ｔ在Ｅ 中有唯一不动点．

２　 主要结果

　　 定理１　 假设下述条件满足：

　　（１）条件（Ｈ１）～ （Ｈ４）成立；

　　（２）对任意的ｋ∈Ｚ，都有Ｉｋ（０）≡０；

　　（３）ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Σ
τｋ＜ｔ
Ｌ（τｋ）≤ｃ；

　　（４）若０＜Ｋ＝１αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋ ｃ

１－ｅ－αθ ＜
１．

则系统（１）存在唯一的指数稳定的概周期解．
　　 证明 　 首先定义Ｘ＝｛ｘ（ｔ）：ｘ（ｔ）∈ＰＣ（Ｒ，Ｒ）
且ｘ（ｔ）为概周期函数｝，其范数‖ｘ‖＝ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ
｜ｘ（ｔ）｜，

则Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间．
　　 然后在Ｘ中定义一个算子：

　　ｘ（ｔ）＝∫
ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ＋

Σ
τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））， （８）

其中Ｗ（ｔ，ｓ）＝ｅ∫
ｓ
ｔａ（δ）ｄδ是系统（６）的柯西矩阵．

　　 设 Ｅ＝｛ｘ｜ｘ ∈ Ｘ，‖ｘ‖ ≤ρ｝，其中ρ≥
１
αΣ

ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ／（１－ ｃ

１－ｅ－αθ
）＞０，则Ｅ是Ｘ 的一个有界闭

子集．

　　 为了应用压缩映射原理，我们分两步来证明．

　　 第１步 　 证明是Ｅ 到Ｅ 的算子．
　　 一方面，对任意的ｘ∈Ｅ，由定理１的条件（１），
（２），（３）和引理１有

０３３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１１



　　‖ｘ（ｔ）‖＝ｓｕｐｔ∈Ｒ｜∫
ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ

＋ Σ
τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜≤

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
［∫
ｔ

－∞
ｅ－α（ｔ－ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１
｜βｉ（ｓ）｜ｅ－γｉ

（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ＋

Σ
τｋ＜ｔ
ｅ－α（ｔ－τｋ）｜Ｉｋ（ｘ（τｋ））－Ｉｋ（０）｜］≤

１
αΣ

ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋ １

１－ｅ－αθΣτｋ＜ｔ
Ｌ（τｋ）‖ｘ（τｋ）‖ ≤

１
αΣ

ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋ｃ‖ｘ‖１－ｅ－αθ

．

因为ｘ∈Ｅ，由Ｅ的定义，可得

　　 １αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋ｃ‖ｘ‖１－ｅ－αθ ≤ρ

，

即

　　‖ｘ（ｔ）‖ ≤ρ． （９）

　　 另一方面，对任意ε＞０，再由定理１条件（１），
（２），（３）和引理１有

　　‖ｘ（ｔ＋τ）－ｘ（ｔ）‖＝ｓｕｐｔ∈Ｒ ｜∫
ｔ＋τ

－∞
Ｗ（ｔ＋τ，

ｓ）Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ＋ Σ

τｋ＜ｔ＋τ
Ｗ（ｔ＋τ，

τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））－∫
ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ－

Σ
τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜＝ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ
｜∫

ｔ

－∞
Ｗ（ｔ＋τ，ｓ＋

τ）Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ ＋ τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）ｄｓ ＋ Σ

τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ ＋ τ，

τｋ＋ｑ）Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－∫
ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ－

Σ
τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜≤ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ∫
ｔ

－∞
｜Ｗ（ｔ＋τ，ｓ＋τ）－

Ｗ（ｔ，ｓ）‖Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）｜ｄｓ＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ∫

ｔ

－∞
｜Ｗ（ｔ，ｓ）‖Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）－

Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）｜ｄｓ＋ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ
［Σ
τｋ＜ｔ
｜Ｗ（ｔ＋τ，τｋ＋ｑ）－

Ｗ（ｔ，τｋ）‖ Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））｜］＋ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
［Σ
τｋ＜ｔ

｜ Ｗ（ｔ，

τｋ）‖Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜］≤

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ∫

ｔ

－∞
εΓｅ－

α
２（ｔ－ｓ）｜Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）｜ｄｓ＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ∫

ｔ

－∞
ｅ－α（ｔ－ｓ）｜Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）－

Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）｜ｄｓ＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
Σ
τｋ＜ｔ
εΓｅ－

α
２（ｔ－τｋ）｜Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－

Ｉｋ＋ｑ（０）｜＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
Σ
τｋ＜ｔ
ｅ－α（ｔ－τｋ）‖Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－

Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜≤ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ∫

ｔ

－∞
εΓｅ－

α
２（ｔ－ｓ）｜Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋

τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）｜ｄｓ＋ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ∫

ｔ

－∞
ｅ－α（ｔ－ｓ）｜Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ＋

τ）ｅ－γｉ（ｓ＋τ）ｘ（ｓ＋τ－ｈ）－Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）｜ｄｓ＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
Σ
τｋ＜ｔ
εΓｅ－

α
２（ｔ－τｋ）｜Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－Ｉｋ＋ｑ（０）｜＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
Σ
τｋ＜ｔ
ｅ－α（ｔ－τｋ）［｜Ｉｋ＋ｑ（ｘ（τｋ＋ｑ））－Ｉｋ（ｘ（τｋ＋ｑ））｜＋

｜Ｉｋ（ｘ（τｋ＋ｑ））－Ｉｋ（ｘ（τｋ））｜］≤εΓ２αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋

ε
α
［ｎ＋Σ

ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ（ρ＋Ｖｉ）］＋

εΓｃρ
１－ｅ－

αθ
２
＋

ε（１＋ｃ）
１－ｅ－αθ ＝ε

Ｋ１， （１０）

其中

　　Ｋ１＝Γ２αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋１α

［ｎ＋Σ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ（ρ＋Ｖｉ）］＋

Γｃρ
１－ｅ－

αθ
２
＋
（１＋ｃ）
１－ｅ－αθ

．

　　 因ε充分小，则Ｋ１ε也充分小，所以由（９）式和
（１０）式可知（ｘ）∈Ｅ．即是Ｅ 到Ｅ 的算子．
　　 第２步 　 证明算子是一个压缩映射．
　　 对任意的ｘ，ｙ∈Ｅ 由定理１条件和引理１有

　　‖ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）‖＝ｓｕｐｔ∈Ｒ
｜∫

ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，

ｓ）Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）ｄｓ＋ Σ

τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，τｋ）Ｉｋ（ｘ（τｋ））－

∫
ｔ

－∞
Ｗ（ｔ，ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）ｅ－γｉ（ｓ）ｙ（ｓ－ｈ）ｄｓ－ Σ

τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，

τｋ）Ｉｋ（ｙ（τｋ））｜≤ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ
［∫
ｔ

－∞
ｅ－α（ｔ－ｓ）Σ

ｎ

ｉ＝１
｜βｉ（ｓ）｜·

（ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）－ｅ－γｉ（ｓ）ｙ（ｓ－ｈ））ｄｓ＋ Σ
τｋ＜ｔ
ｅ－α（ｔ－τｋ）Ｌ（τｋ）·

｜ｘ（τｋ）－ｙ（τｋ）｜］≤ １αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ‖ｘ－ｙ‖＋

ｃ
１－ｅ－αθ‖

ｘ－ｙ‖≤（１αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋ ｃ

１－ｅ－αθ
）‖ｘ－ｙ‖＝

Ｋ‖ｘ－ｙ‖． （１１）

　　 因此，由（１１）式知道，存在 Ｋ ＝ １αΣ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ ＋

ｃ
１－ｅ－αθ ＜

１，使得‖ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）‖≤Ｋ‖ｘ－ｙ‖

成立，故： →Ｅ　 Ｅ 是一个压缩映射．
　　综上所述，算子满足引理２所有的条件，所以
在Ｅ上存在唯一不动点．这个不动点就是系统（１）的
概周期解．
　　 设ｙ（ｔ）是系统（１）满足以下初值条件的任意一
个解

　　ｙ（ｓ；ｔ０，ｙｔ０）＝ｙｔ０（ｓ），ｙ′（ｓ；ｔ０，ｙｔ０）＝ｙ′ｔ０（ｓ），ｓ∈
（－ ∞，ｔ０］；ｙ（ｔ＋０；ｔ０，ｙｔ０）＝ｙ（ｔ０），ｙ′（ｔ

＋
０；ｔ０，ｙｔ０）＝

ｙ′（ｔ０）． （１２）
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我们有

　　ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）＝Ｗ（ｔ，ｔ０）（ｘ０ －ｙ０）＋∫
ｔ

ｔ０
Ｗ（ｔ，

ｓ）Σ
ｎ

ｉ＝１βｉ
（ｓ）（ｅ－γｉ（ｓ）ｘ（ｓ－ｈ）－ｅ－γｉ（ｓ）ｙ（ｓ－ｈ））ｄｓ＋ Σ

τｋ＜ｔ
Ｗ（ｔ，

τｋ）（Ｉｋ（ｘ（τｋ））－Ｉｋ（ｙ（τｋ）））． （１３）
则

　　‖ｘ（ｔ）－ ｙ（ｔ）‖ ≤ ｅ－α（ｔ－ｔ０）‖ｘ０ － ｙ０‖ ＋

∫
ｔ

ｔ０
ｅ－α（ｔ－ｔ０）Σ

ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ‖ｘ（ｓ）－ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋ ｃ

１－ｅ－αθ‖
ｘ－

ｙ‖． （１４）
由Ｇｒｏｎｗａｌｌ－Ｂｅｌｌｍａｎ引理

［１０］，可得

　　‖ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）‖≤｜ｘ０－ｙ０｜ｅｘｐ（－α＋Σ
ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ＋

ｃＫ
１－ｅ－αθ

）（ｔ－ｔ０）．

即系统（１）的解是指数稳定的．
　　 例１　 考虑如下非线性脉冲时滞微分方程：

　　

ｘ′（ｔ）＝－（２０－ 槡ｓｉｎ　２ｔ）ｘ（ｔ）＋

　　｜ 槡ｓｉｎ　３ｔ｜ｅｘｐ（－｜ 槡ｓｉｎ　２　ｔ｜ｘ（ｔ－１６
）），

　　ｔ≠τｋ＝ｋ２＋１，ｋ∈Ｚ，

△ｘ（τｋ）＝－１４８＋
１
１４４ｅｘｐ

（ｓｉｎ １
２ｋ２＋１

ｘ（τｋ）），

　　τｋ＝ｋ２＋１，ｋ∈Ｚ

烅

烄

烆 ．
（１５）

其中，α（ｔ）＝２０－ 槡ｓｉｎ　２ｔ＞０，容易验证系统（１５）满足
条件 Ｈ１ ～ Ｈ３，对于条件 Ｈ４ 有

　　｜Ｉｋ（ｘ）－Ｉｋ（ｙ）｜＜ １４８ｓｉｎ
１

２ｋ２＋１｜
ｘ－ｙ｜．

其中，令Ｌ（ｔ）＝１４８ｓｉｎ
１

２ｋ２＋１
，即条件 Ｈ４ 也满足．

　　 由

　　ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Σ
τｋ＜ｔ
Ｌ（τｋ）＝ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Σ
τｋ＜ｔ

１
４８ｓｉｎ

１
２ｋ２＋１≤

ｃ （１６）

容易得０＜Ｋ＝１α＋
ｃ

１－ｅ－αθ ＜
１成立．

显然系统（１５）满足定理１的条件，因此系统（１５）存
在唯一的指数稳定的概周期解ｘ（ｔ）．
　　注　例１是非线性脉冲时滞微分方程，如果利用

文献［６］中定理１的条件是不能保证系统（１５）存在唯
一的指数稳定的概周期解，也就是说线性脉冲的条件
并不能保证非线性脉冲也成立．显然文献［６］中关于
线性脉冲的情形可以作为本文结果的推论．
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