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高阶平均向量场方法在Allen-Cahn方程中的应用
*
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摘要:Allen-Cahn方程是材料科学中描述流体动力学问题和反应扩散问题中的一类重要方程。Allen-Cahn方程的能量具

有散逸性,即能量会随着时间的增长会逐渐降低。在数值模拟中,设计精确地保持Allen-Cahn方程能量散逸性的格式对

模拟方程的演化具有显著的优点。目前,保Allen-Cahn方程能量散逸性的数值格式都是低阶的。最近有人构造了保持

常微分方程能量散逸特性的高阶平均向量场方法,是一种有效的离散梯度法。国内外还少有人把保能量散逸性的高阶离

散梯度方法应用于能量散逸性的偏微分方程。利用高阶离散梯度方法构造了Allen-Cahn方程的高阶格式。新的高阶格

式能很好地长时间模拟Allen-Cahn方程数值解的演化,并长时间保持Allen-Cahn方程的内在特性。
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能量散逸性是许多偏微分方程的一类重要特性,如常见的扩散方程、Allen-Cahn方程、Cahn-Hilliard方程等

都具有能量散逸性[1,2]。能精确地计算这些偏微分方程数值解的行为且很好地保持这些微分方程的能量散逸特

性的数值计算格式对正确地模拟这些微分方程具有显著的优点。这一思想归结于我国早期著名计算数学家冯

康院士提出的辛几何算法[3]。国内外许多学者基于辛几何算法的思想发展了具有多辛结构偏微分方程的多辛

方法[4-5]。近年来提出了哈密尔顿系统的平均向量场方法,是一种有效的离散梯度法,能很好地保持哈密尔顿系

统的能量[6]。离散梯度方法同样可应用于能量散逸性微分方程,可以保持能量散逸性微分方程的能量散逸性。
国外许多学者发展了这一有效的离散梯度方法,提出了高阶离散梯度方法并应用于常微分方程中[7,9-10]。高阶离

散梯度方法应用于能量散逸性偏微分方程中,国内外还少有研究。已有文献把高阶离散梯度方法应用于能量散

逸性的Cahn-Hilliard方程。在利用高阶离散梯度方法计算Cahn-Hilliard方程时,需要的时间步长非常少和只

能计算很短的时间[11]。高阶离散梯度方法能否采取较大时间步长并且长时间精确地数值模拟和长时间保持微

分方程的能量散逸性需要计算新的微分方程才能得以验证。这里利用高阶离散梯度方法求解能量散逸性的Al-
len-Cahn方程。

Allen-Cahn方程是材料科学中描述计算流体动力学问题和反应扩散问题的对流扩散方程,方程的能量具有

散逸性。Allen-Cahn方程的一般形式为:
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设初值条件为u(x,0)=u0(x),x∈R,ε为常数,方程(1)的能量函数为:
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因此Allen-Cahn方程(1)的能量有散逸特性。
本文结构如下:在第1节,对能量散逸性方程及高阶离散梯度方法的理论和计算格式进行了介绍。在第2

节,利用离散梯度法构造了Allen-Cahn方程的高阶精度格式。在第3节,利用构造的高阶精度格式长时间模拟

Allen-Cahn方程解的行为,并分析构造的高精度格式的优越性。

1高阶平均向量场方法

许多能量散逸性偏微分方程可表示成如下方程:

du
dt=DδH

δu
, (2)

u=u(x,t)∈Rm,D 是一个算子,哈密尔顿函数为:

H[u]=∫Ω
H(x;vn)dx

Ω 为Rd×R的区间,dx=dx1dx2…dxd,δHδu
表示函数H 的变分导数。

当(2)式中的D 是负定(或半负定)算子时,可得到:

∫Ω
uTDudx≤0,∀u∈B。

这时可用N 取代替D,H 称为李亚普诺夫函数,方程(2)可转化为:

u·=NδH
δu
, (3)

根据dH
dt=∫Ω

췍H
췍uN췍H

췍u ≤0,方程(3)具有能量散逸性,方程(3)即为能量散逸性方程。方程(3)在空间方向

采取不同的方式离散后,可转化为如下有限维常微分方程:

du
dt=f

(u)=N∇H(u), (4)

N是一个负定(半负定)矩阵,u=(u0,u1,…,ui,…,uN-1)T,ui 为u(x,t)在点xi 的近似值,H是函数H 的近

似离散。
定理1 二阶平均向量场方法应用于常微分方程(4),可得到:

un+1-un

h =∫
1

0
f((1-ξ)un +ξun+1)dξ=N∫

1

0
∇H((1-ξ)un +ξun+1)dξ (5)

这里h是时间步长,则函数H具有能量散逸性[11],即:

H(un+1)≤H(un)。
(5)式保持了散逸性方程(4)的能量散逸性。
最近,高阶平均向量场方法被提出,是一种高阶离散梯度法[7-8]。高阶平均向量场方法应用于常微分方程

(4),即:
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在α=0时,(6)式即为(5)式,为二阶计算精度。在α=-112
,û=un 时,(6)式为三阶计算精度。在α=-112

,

û=u
n+1+un

2
时,(6)式为四阶计算精度。

定理2 高阶平均向量场方法应用于常微分方程(4),则函数H具有能量散逸性[11],有:

H(un+1)≤H(un)。

2Allen-Cahn方程的高阶精度格式

Allen-Cahn方程(1)等价于如下无限维方程:

du
dt=NδH

δu
(7)
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这里N=-1,δHδu=-ξ
2uxx+u3-u。用拟谱方法数值离散方程(7)[8,12-14]。设xi(i=1,2,…,N1),tk(k=1,

2,…,N2)为区间[x0,xN1
]×[t0,tN2

]的正规网格点。设h时间步长,s为空间步长。设区间Ω=[a,b],L=b-a。

将Ω区间N 等分(N 为偶数),那么空间网格点可以表示为xi=a+si,s=b-aN
,i=0,1,2,…,N-1。

定义 SN= gi(x);-N
2≤i≤

N
2{ }-1 ,gi(x)是区间Ω 上的N/2阶三角多项式函数,设函数gi(x)为:

gi(x)=1N∑
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-N/2

1
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ejlμ(x-xi),

j是虚数,cl=(|l|≠N/2),c-N/2=cN/2=2,μ=
2π
L
。在区间Ω 上,设IN 为区间Ω 的插值逼近算子,u(x,t)∈

C0(Ω),有:
INu(x,t)|x=xi=u(xi,t),i=0,…,N-1。

INu(x,t)可表示为:
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(8)式等价于:
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利用基函数正交性原理:
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可知INu(x,t)是u(x,t)的插值逼近。这样可得到方程(1)的拟谱离散格式:
{[INu(x,t)]t-ε2[INu(x,t)]xx+[u(x,t)]3-INu(x,t)}|x=xi=0 (9)

利用矩阵D1 和D2,方程(9)等价于:
췍ui

췍t=ε
2(D2u)i+ui-Fi, (10)

设u=(u0,u1,…,uN-1)T,F=(u30,u31,…,u3N-1)T,i=1,2,…,N。方程(7)可以写成:
du
dt=f

(u)=N∇uH(u)。

其中N=-In,方程(7)的离散能量函数为:
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在时间方向用高阶平均向量场方法离散,(10)式可转化为
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i,k=1,2,…,N。E为单位矩阵。(12)式化简为:
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(13)式能保持Allen-Cahn方程的能量散逸性。下面利用(13)式求解Allen-Cahn方程。

3数值模拟

3.1数值模拟1
设Allen-Cahn方程(1)的初值条件:u(x,0)=cosπx,设u(-1,t)=u(1,t),取dx=0.01,h=0.001,ε2=

0.001。
图1.a是Allen-Cahn方程(1)在t∈[0,10]的数值解。从图1.a可知,数值解光滑,且能很好的向前传播,

(13)式很好地长时间模拟了Allen-Cahn方程(1)数值解的演化。图1.b表示Allen-Cahn方程(1)数值解的能量

的演化,能量在不断地下降,与Allen-Cahn方程的能量散逸特性一致,可见(13)式能很好地长时间保持Allen-
Cahn方程(1)的这一特性。

  
                 a 数值解                     b 能量变化

图1 Allen-Cahn方程在t∈[0,10]的数值解及其能量变化图

3.2数值模拟2
设Allen-Cahn方程(1)的初值条件为

u(x,0)=0.53x+0.47sin(-1.5πx),ux(-1,t),ux(-1,t)=ux(1,t)。
设dx=0.01,h=0.01,ε=0.1。

图2.a是Allen-Cahn方程(1)在t∈[0,70]的数值解。数值解的图像非常光滑。(13)式能很好地长时间模

拟了Allen-Cahn方程数值解的演化。图2.b表示非线性Allen-Cahn方程(1)数值解的能量演化图,能量也在不
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断地下降,能量在中间变化显著,与Allen-Cahn方程的能量散逸特性一致,(13)式同样能很好地长时间保持Al-
len-Cahn方程这一特性。

  
                 a 数值解                     b 能量变化

图2 Allen-Cahn方程在t∈[0,70]的数值解及其能量变化图

3.3数值模拟3
设Allen-Cahn方程的初值条件:u(x,0)=0.8+sinx,u(-2π,t)=u(2π,t)。设dx=π/50,h=0.01,常量

ε=0.12。
图3.a是方程(1)在t∈[0,400]的数值解。同样可以看到Allen-Cahn方程的数值解非常光滑,(13)式同样

很好地长时间模拟了Allen-Cahn方程数值解的演化。图3.b表示Allen-Cahn方程(1)的数值解的能量演化,能
量不断下降,并在开始下降显著,与 Allen-Cahn方程的能量散逸特性一致。(13)式同样很好地长时间保持了

Allen-Cahn方程的这一特性。

  
                 a 数值解                     b 能量变化

图3 Allen-Cahn方程在t∈[0,400]的数值解及其能量变化图

4结论

本文把具有能量散逸特性的Allen-Cahn方程转化成无限维的能量散逸性系统,在空间方向用拟谱方法离

散,在时间方向用高阶离散梯度法离散得到了Allen-Cahn方程的一个新的高阶精度格式。利用新的高阶精度格

式数值模拟Allen-Cahn方程。新的高阶精度格式具有在较大时间步长下长时间的计算能力,并长时间地保持了

Allen-Cahn方程内在的能量散逸特性。可见,这种新的高阶计算方法在计算能量散逸性偏微分方程具有显著的

优势。
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HighOrderAverageVectorFieldMethodoftheAllen-CahnEquation

HEXuejun,ZHAOXin,SUNJianqiang
(CollegeofInformationScienceandTechnology,HainanUniversity,Haikou570228,China)

Abstract:Allen-Cahnequationisaclassofimportantequationdescribingfluiddynamicsandreactiondiffusionproblemsinmaterial
science.TheenergyoftheAllen-Cahnequationhasthedissipationproperty.Thatistosay,theenergyoftheAllen-Cahnequation
willgraduallydiminishwithtime.Innumericalsimulations,itissignificanttodesignanumericalformatwhichcanaccuratelypre-
servetheenergydissipationpropertyoftheAllen-Cahnequationinsimulatingevolutionoftheequation.Thecurrentnumericalfor-
matswhichcanpreservetheenergydissipationpropertyoftheAllen-Cahnequationarelow-order.Recently,thehigh-orderaverage
vectorfieldmethodwhichcanpreservetheenergydissipativepropertyofthedifferentialequationsisconstructed,whichisakindof
efficientdiscretegradientmethod.However,fewpeopleapplythehigh-orderdiscretegradientmethodtosolvetheenergy-dissipa-
tivepartialdifferentialequationathomeandabroad.Inthispaper,ahighorderschemeoftheAllen-Cahnequationisproposedby
thehigh-orderdiscretegradientmethodandFourierpseudospectralmethod.Thenewhigh-orderschemecanwellsimulatetheevolu-
tionbehaviorsofnumericalsolutionsoftheAllen-Cahnequationwithlongtime.Moreover,thenewschemecanalsowellpreserve
theintrinsicpropertyoftheAllen-Cahnequationwithlongtime.
Keywords:highorderdiscretegradientmethod;energy-dissipationproperty;Allen-Cahnequation
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