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非结构网格上浅水方程的 !"#$%$ 隐式算法
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摘要：针对浅水数值模拟的特点，建立了可以在非结构网格上求解浅水方程的 )*+,-, 隐式算法 (对
复杂地形的底坡项进行了修正，并利用淹没节点法处理移动边界问题 (利用算例对此隐式算法进行

了模拟验证，并与 ./0 显式算法进行了比较 (结果表明，隐式算法可以有效地缩短计算时间，具有良

好的计算和收敛效果 (长江口实际潮流模拟结果也证明了此隐式算法处理实际浅水问题的能力 (
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在计算浅水动力学领域中，有结构网格有时难以准确描述计算域边界和复杂地形，而非结构网格能够解

决复杂边界问题 (但是，在非结构网格上采用隐式算法的确比较困难，因为很多快速收敛的高效算法都基于

有结构网格 (比较典型的隐式算法如交替方向隐格式（367）法及近似因子分解法（38）等，较适用于有结构的

矩形或曲线网格［%］(由于非结构网格舍去了网格节点的结构性限制，很多结构网格计算中的高效算法都无法

适用 (在非结构网格的计算中，一些常用的隐式算法往往要进行复杂的矩阵计算，需要大量的存储空间 (这对

于大型的数值计算问题来说，可能无法完成计算 (
由 9:;0</= 等［!］提出的基于有结构网格的 )*+,-,（>/?0@+ABB0@ <C;;0D@EF -:A<< <0EG0>）隐式算法已成功地

应用于非结构网格［&!5］( )*+,-, 隐式算法通过对隐式算子的近似因式分解，完全消除了对矩阵的存储，从而

使构造的 )，* 算子具有最大程度的对角占优，解的收敛速度和程度有了很大提高 (本文首先建立了可以在

非结构网格上求解浅水方程的 )*+,-, 隐式算法，然后利用算例对此 )*+,-, 隐式算法和 ./0 显式算法进行

了模拟验证，最后通过对长江口潮位过程的模拟证明了本文所建 )*+,-, 隐式算法在非结构网格上求解浅水

方程的可行性 (

& 控 制 方 程

计算模型采用二维浅水方程组
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式中：+"#，+"$———#，$ 方向的底坡；+ H#，+ H$———#，$ 方向的摩阻坡度；’，(———#，$ 方向的水深平均流速；

!———时间；&———水深；)———重力加速度 -

’ !"#$%$ 分解

将空间半离散化的方程写成隐式格式：
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其中 #! %（&，&5，&6）1

式中：% I %———欧拉旋转矩阵的逆矩阵；5 J ’F/<!K (<E=!；6 J I ’<E=!K (F/<!；!———单元边外法方向与 #
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轴的夹角（逆时针）!方程（!）左边第 ! 项为 " " # 时间步净输出通量之和 !$%&’(’ 隐式算法是将式（!）的隐式

部分线性化后，做近似因式分解处理的 !具体方法如下：

在方程（!）的两边同时减去 " 次计算净输出通量之和：

#$
!!（"）

$

!% &!
’

( ) #
" *#+（"!（"&#））* " *#+（"!（"）[ ]） ,( ) #$#$ *!

’

( ) #
" *#+（"!（"））,( （)）

#$
!!（"）

$

!% &!
’

( ) #
" *#+（"!（"&#））* " *#+（"!（"）[ ]） ,( ) *+ -（"）

$ （,）
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称为 " 次计算的残值项 !式（)）右边第 ! 项一阶数值通量的求解仿照 *-+ 的黎曼间断问题的解法，并对间断

处进行熵修正［.］!
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式中：##.，$$.———%$ 的特征值、对应右特征向量；.———特征值个数；"———熵修正函数 !
对方程（,）左边第 ! 项采用一阶近似，则［0］
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$%&’(’ 因式分解时，一阶数值通量写成如下形式：
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式中%$(为通量 234-5637 平均矩阵的谱半径［1］!
将式（1）代入式（0），得
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将式（8）代入式（,），整理后得
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因每一个控制体都是闭合的，所以
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计算单元编号小和大的邻居单元，那么经过 $%&’(’ 因式分解的完整迭代形式如下：

向前扫描（即按编号从小到大进行计算）
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向后扫描（即按编号从大到小进行计算）
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最后，更新数值解，得第 " " # 时间层上的守恒变量值
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! 地形和动边界的处理

在浅水模型中，地形处理效果直接影响到数学模型的稳定性和合理性 !本模型地形处理时采用了斜底模

型的概念，地面高程布置在各个节点上，控制体单元各边中点和单元中心的高程通过线性插值得到 !因为本

模型采用三角形单元，所以节点都在同一平面上 !利用单元内部流量守恒确定单元各边法向流速和切向流
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速 !对于底坡项的修正，将方程（!）中底坡项的积分表示成
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并将其纳入源项后进行显式处理［+］!
移动边界的处理是浅水模拟中的难题 !本文采用淹没节点法［$"］，即根据单元各节点的淹没情况对单元

和各界面的平均水深进行修正 !采用修正后的平均水深作为单元是否露滩的标准，采用修正后的界面平均水

深进行界面数值通量的计算，并通过求解修正单元平均水深达到间接求解实际平均水深的目的 !

! 算 例

为了验证 ,-./0/ 隐式算法在收敛速度方面的优越性以及本模型所采用的地形处理方法的正确性，利用

图 " 计算水位

#$%&" ’()*+,-. /0,-1 2-3-24

,-./0/ 隐式算法和 1&2 显式算法对缓、急流过渡流动算例进行模拟计

算，并对二者的残值收敛历史及收敛时的计算机总耗时进行比较 3由于显

式算法的时间步长受到计算稳定性要求的限制，显式算法的时间步长取

满足稳定性要求的时间步长的最大值，而 ,-./0/ 隐式算法在全场可以采

用比较大的时间步长 !
设矩形水槽的长为 !45、宽为 $"5，地形条件为

)6 " 578｛)5 *#（+ * +%）
!，"｝

其中 )5 " "9!5 +% " $"5 # " "9"4
0& 缓流 !边界条件：上游流量条件 , : ; !;! 5< = ’，下游水位条件 & :

!5 !初始条件：水位 & : !9" 5，+ 方向流速 - : !9!$ 5 = ’，. 方向流速

/ : "9"5 = ’ !
5& 激波过渡流动 !边界条件：上游流量条件 , : " !$> 5< = ’，下游水位

条件 & : "9<<5 !初始条件：水位 & : "9<< 5，+ 方向流速 - : "9" 5 = ’，. 方

向流速 / : "9"5 = ’ !,-./0/ 隐式算法计算达到恒定解时的沿渠道纵向中心线的水位如图 $ 所示，显、隐格式

的残值收敛曲线如图 ! 所示，显、隐格式计算耗时比较如表 $ 所示 !

图 6 收敛曲线比较

#$%&6 ’()*01$4(7 (8 9(73-1%-79- 9+13-4

表 " 显式格式与隐式格式计算机耗时比较

:052- " ’()*01$4(7 (8 ,;- 9()*+,0,$(7 ,$)- (8 ,;- -<*2$9$, =(- 49;-)- 07. $)*2$9$, >?@ABA 49;-)-

格 式
!0（1） 总计算时步 2次 稳定步 2次 计算耗时 2 ’

缓流 激波过渡流动 缓流 激波过渡流动 缓流 激波过渡流动 缓流 激波过渡流动

1&2 显

,-./0/ 隐

"9"$ "9"!4 !""" ;""" $>"" <>"" $><94 <!>9>
"9$ "9$ !""" !""" ;+" $;"" +?94 !4@9;
"9; "9; !""" !""" <<" @!" @@9< $$@94
"9@ "9@ !""" !""" <"" 4;" 4+9; ++94

图 $ 的计算水位与文献［>］中的实验数据相当吻合 3从显、隐式算法的收敛曲线（图 !）可以看出，,-./0/
隐式算法的收敛速度明显优于 1&2 显式算法，而且随着时间步长的加大，收敛速度也在提高 3但从收敛曲线
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和计算耗时的比较结果可以看出，随着时间步长的加大，残值收敛曲线不再有明显变化，计算耗时也不再明

显减少 !这说明，对 "#$%&% 隐式算法而言，时间步长也不是越大越好，时间步长也要根据模拟精度要求和计

算耗时来选取 !

! 长江口潮位验证

长江口是一个中等强度的潮汐河口，全年均为涨、落潮双向往复流 !通过对长江口水流现象的模拟，可以

很好地检验数学模型的性能 !本文利用 "#$%&% 模型模拟长江口 ’((’!(’!’)*+,：(( 至 ’((’!(-!(-*+,：(( 共

,’ . 的潮流过程 !开边界均采用水位边界条件，全场采用 ’ / 的初始水位进行迭代计算 !采用三角形网格，计

算网格单元为 )0() 个，节点为 011+ 个 !最大空间步长约为 +( 2/，最小空间步长为 -(( /，时间步长为 ’0( 3!
’((’!(-!(’*++：((口门大潮涨急和 ’((’!(-!(-*1：(( 口门大潮落急 ’ 个典型瞬时潮流场模拟结果如图 - 所示，

’((’!(-!(+*(：(( 至 ’((’!(-!(’*’0：(( 共计 0) . 的高桥二站和连兴港两观测站的潮位验证结果如图 0 所示 !

图 " 计算表层潮流场

#$%&" ’$()* +,--./0 1$.*( 21 +)*+,*)0$2/ $/ 03. 4,-1)+. *)5.-

图 6 潮位验证结果

#$%&6 784.-9.( )/( +2:;,0.( 0$()* *.9.*4

从模拟计算结果可以看出，相对于 456 显式算法，"#$%&% 隐式算法虽然每时间步存在迭代计算，但时间

步长可以取 456 显式算法的 +( 倍以上，所以总的模拟时间大大减少 !两观测站的潮位验证结果表明，计算潮

位与实测潮位吻合较好［+(］!这说明本文所建立的 "#$%&% 隐式算法能够较好地应用于含复杂地形和动边界

的实际工程问题 !

< 小 结

)& 本文根据浅水数值模拟的特点和实际工程问题的需要，建立了在非结构网格上求解浅水方程组的

"#$%&% 隐式算法，并利用算例对 "#$%&% 隐式算法和 456 显式算法进行了模拟验证 !结果表明，此 "#$%&% 隐

式算法具有较好的格式稳定性，可以大幅度地增加时间步长，并且收敛速度远远优于显式算法 !
8& 长江口潮位模拟验证结果表明，本文对模型复杂地形和移动边界的处理是合理有效的，在非结构网

格上用 "#$%&% 隐式算法求解浅水问题是切实可行的 !
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·简讯·

第 B 届中国水利水电岩土力学与工程学术讨论会

将于 BCCD 年 EE 月召开

由中国水利学会岩土力学专业委员会主办，武汉大学、南京水利科学研究院、中国水利水电科学研究院、

长江科学院、中科院武汉岩土力学研究所和三峡大学等单位联合承办的“第 + 届中国水利水电岩土力学与工

程学术讨论会”将于 +,,S 年 (( 在湖北省武汉市举行 .大会将邀请著名专家介绍水利水电岩土力学与工程领

域的最新发展动态，组织专家学者和工程技术人员交流如下几个方面的最新研究成果：岩土的工程性质和测

试技术；高土石坝工程中的岩土力学问题；高坝复杂岩基变形与稳定性分析方法；高陡边坡变形机理、稳定性

分析和加固新技术；深埋超长隧洞和超大地下洞室稳定性分析；评价标准和施工新技术；特殊土（黄土、膨胀

土、高液限土、冻土）工程技术；岩土体安全评价、控制标准与加固支护新技术；土动力学与抗震工程；岩土体

地质灾害致灾机理与防治新技术；岩土体安全监测技术与预测预报方法；环境岩土工程；重大岩土工程实录 .
有关大会详情，可访问 FHH<：Y Y GGG. G&H>$’&K . E% Y &E&?>;:E Y DF"GP>>H:%J . &D<V？HL<> Z NN[:? Z (-/- .

（本刊编辑部供稿）

*S/第 / 期 杨 彬，等 非结构网格上浅水方程的 @ABC8C 隐式算法


	F4: 


