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抛物型问题的边界元重叠型区域分解法‘ 

张 太 平，祝 家 麟 
(重庆太学数理学院，重庆 4ooo44) 

摘 要：边界元法是一种求解偏微分方程数值解的计算方法，用边界元法来求解抛物型方程，如采用 

与时间有关的基本解，较其它方法可以采用较长的时同步长，从而节省计算时问，且计算结果精度高。区 

域分解法是把计算区域分解成若干子区域来分别求解，由于它将原问题分解，由大化小，由复杂化简单， 

并且可以并行计算，优越性是显而易见的。将这两种方法结合起来(边界元重叠型区域分解法)求解抛物 

型方程，利用区域分解法将求解区域划分为两个小的子区域，然后在子区域上用边界元法并行求解方程。 

数值算例表明边界元重叠型区域分解法是行之有效的，数值试验显示这种方法的收敛速度依赖于子区域 

重叠面积。 
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由于并行技术的发展和当代并行计算机的出现， 

并行处理和并行计算成为工程计算中的重要手段，而 

区域分解法正是并行计算大规模科学问题的最有效方 

法，因此对区域分解法的研究已成为计算数学最有前 

途的分支之一，该方法是以经典的 Schwa=交替法为基 

础。通过分解区域，一方面可以降低所处理问题的规 

模，另一方面可使人们根据不同子域上问题的特点采 

用不同的方法，这样实现了工程问题的并行计算并提 

高了计算速度。区域分解法在椭圆问题中的应用，已 

有很多人在这方面做了大量工作(见文献 l～3])。而 

对抛物型问题来说，由于问题的特殊性，对区域分解法 

在抛物型问题中的应用研究却很少并都是以有限元法 

为基础，但有限元法必须采用较小的时间步长，而不象 

边界元法，由于基本解跟时间有关，所以可以采用较长 

的时间步长。基于此笔者在这方面做了一些工作，以 

二维热传导问题为例，给出了求解抛物型问题的边界 

元重叠型区域分解算法为基础的并行计算模式，以前 

一 时问步的近似解作为后一时间步的迭代初值，避免 

了因初始值选择不当造成的误差。并做了数值试验。 

1 问题的描述和算法构造 

考虑如下二维典型热传导方程的初边值问题： 

f “ 一△Ⅱ：0 ∈ n，t∈ ( 0， ) 

{“( ， )= ( ， ) ∈r 
l 

L“( ， )=‰( ， 0) ∈n，初始条件 

其中 n是 中的单连通域，r=an。算法构造如下： 

为了简单地说明计算方法本文仅考虑把求解区域 

分成两个子区域的情形，将 n分解为两个有重叠区域 

的子域n ，n ，且,901 n n =r】1，,902 n n=r篁，具 

体情况见图 1。 

图 1 区域分解情形 

计算步骤： 

1)任意给定在人工边界r1 和 上的初始值“。 

和 。。给定循环控制误差 ￡，对每个时间步长 T=nat 

循环。 

2)边界元法并行求解方程(1)，(2)； 
Ⅱ ¨  

一 △“ ̈  ：0 ∈ n． 

“ 。
=  ∈r1 (1) 

“ = ∈ rl】 
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一 Av =0 ∈ 力21 

{ ” ” = ∈r } (2) 
【 = ∈ J 

3)直到 上前后两次 值的差的绝对值和r 

上前后 n两次值的差的绝对值都小于某个预先设定的 

误差或迭代次数超过某指定步数，则进入下一个时间 

步循环。 

4)达到所求的时间步。停止计算。 

第 2步方程(1)，(2)利用通用的直接边界元方法 

进行求解。 

其边界积分方程为： 

C( )u( ，t )+ 

Iuo( ，to)u ( ， ， ，t)dn 

其中基本解 

u ( 山 = p(一 ÷ ) 

丽南  (南 ) 
c( )是与边界光滑相关的系数。c( )= 2x。卢 

是 点的平面角或立体角，对区域外的点 =o，对区 

域内的点 卢=2rr，光滑边界上的点 卢= 。 

2 边界积分方程的数值解法 

为 数值求解边界积分方程 ，将边界 r离散 为N 

个常数单元，时间被划分为 F个常单元，区域 n划分 

为L个网格。可以用两种离散方式通过配点法得到两 

类方程。 

格式 1： 

Ⅲ  = 

；(』 』三 u a ar) +砉』 u ，一 
此格式是把每一个时间步长看作—个新的问题，所 

以在每一时间步长结束时，必须计算足够多内部点上的 

值，以便用着下一时间步长的“伪初始值”进行计算。 

格式 2： 

c n + 妻砉(』 ／i~,q"dtdFi=l ffi q"dtdF )u = c + ∑ (J‘ u 

砉 "，u dtdF 骞L n’ 

从 t。开始计算，当时间 

步雅进时，尽首甲1日J步裂瑁那 J，但小必重耕计．鼻内邵点 

上的值，如果 满足Laplace方程，区域积分可以转化为 

等价的边界积分。本文的数值例子就采用这种格式。 

格式 2的矩阵形式 

壹 ：壹 +丑I口 
格式2{ 元素的计舞 时间和空间都是常单元情 

形) 

h 4： 4’c§ 4 

其中 ，屯是克罗内克尔(Kronecker)符号 

=  』 dr 

骗 = 
，

u ar 

b=』 dn 
=  』 ．dfdr= 

』 -h1圳3r~。 南 唧(南 )捌r= 
f [ p(一 )一“p(一 )dr] —j_J r 【 pL一 。】 一“p 一 j 

聃 = 』 n = 

』 ’ 

e砷( )捌r= e -"d = 
(Ⅱ，_ )一臣(叶)]dr 

令 = 南  

式中 是指数积分函数，唧 = 

1)当，≠，时，时间积分没有奇异性，空间积分有 

奇异性。 

n ．当 f= 时，由于 =0，所以‰ =0 

舫 ： ( )一 

(南 ) ： ，【(而譬 )_ 
( ) 

由于 E ( )可展开为级数，所以此时 聃 可以解 

析 求 出 

= 十 

￡  
d  d  

：  

(  (  r r 

d  d  

)  )  

F  F 

f  ￡  

，  ， 

，  ， 

(  (  

叮  

)  )  

f  f  

，  ， 

(  (  

r J  r J  
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∞  _ 

(=)=一c (=)+ (-1) 

通过封闭形式计算 

矾 = ln(_，)～ln(_，_ )+ 

(一1) ] (3) 
～ l 

玎 二一 

6．当 i≠ 时 

b = f [exp(一町 一exp(一~)lap= 

射 [exp(一 exp(一Ⅱ，) (4) 

跏=刳 [ ( )一E1(af)]dr 
将指数积分函数展开为级数形式 = 

_ln( ln(口，_1)+耋(-l ]dr= 

扎[1n( lI1( +耋(_l 
(5) 

利用高斯积分公式进行数值计算。通常采用四点 

高斯积分公式就能保证所要求的精度。 

2)当 f = F，时间和空闻积分都有 奇异性， 

E】( )=0 

。．当 = 时，由于 =0，所以  ̂ =0 

=  ： ( )a = 

E (。 )d 

式 甲 

= ， 一  

扎[一ln( )+耋(-l = 
z—c ㈦+蓥(-1) 丽】 

(6) 

计算时根据需要选择所需项数(一般6项就足以 

满足计算精度)。 

6．当 ≠ 时，因exp(一。，)=0，E。(。，)=0， 

 ̂： 『 。xp(一 )aP： _j r p卜却 

f 。xp(一 )de (7) J
— l 

。 一 。̈ J  々

gere 刳rE】( )at= 

【一hc +蓥㈠ 者】dr： 

扎【一ln _】)+耋(-l 畚 8) 
利用高斯积分进行数值计算。 

当 u。不为 0时必须进行区域积分 

钆=J ．dn 

』 ．『 p( 南 )dn (9) J ． pI J 
同样可利用高斯积分进行区域积分数值计算。 

3 数值例子 

利用上述算法来求解下面的例子：考虑一个3 m× 

3m的方形区域 ，其初始温度u。=30下和热扩散系数 

= 1．25 ／h，对于任何 >“时，沿 r的狄利克莱边 

界条件 =0。 

考虑区域分解方案 1，如图2。两子区域重叠部分 

大小为1．8 m×3 m，每个区域边界被剖分为36个常单 

元，区域被划分为4o个三角形网格。区域分解法计算 

结果、边界元法解、有限元法解、解析解列于表 1中，其 

中有限元结果和解析解来自文献[4]，可见尽管采用比 

较粗糙的离散格式，区域分解的解与直接边界元解和 

有限元解具有同样量级的精度，而且在所有点上都优 

于有限元解。为了得到收敛速度与子区域重叠程度的 

关系，作了区域分解方案 2，如图3。 

国2 区域分解方案 1 国 3 区域分解方案 2 

表 1时间步长出 =0．12 h，f=1．2 h时的温度值 
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区域分解方案2的两子区域重叠部分太小0 6 m× 

3 m，每个子区域边界被剖分为30个常单元，区域划分采 

用方案1同样的三角形剖分。计算得到表2。 

表 2 重叠区域大小与收敛速度的关系 

人工边界节点上的误差(需迭代次数) 

蟮 区域分解方案1 区域分解方案2 
1 9 5367E一7(3) 9．5367E一7(12) 

2 6 2943E一5(2) i．9073E一5(8) 

3 2 4796E一5(2) 1．7105E一5(8) 

4 1．3351E一5(2) 1．1444E一5(8) 

5 9 5367E一7(3) 1．9073E一6(to) 

6 5．7220E一6(2) 1．9073E一6(9) 

7 3 8147E一6(2) 4．7684E一6(8) 

8 2．8610E一6(2) 2．8610E一6(8) 

9 1．9073E一6(2) 2．8610E一6(8) 

10 1．4305E一6(2) 1．9ff／3E一6(8) 

上述数值结果表明，区域分解法是非常有效的。对 

于迭代控制误差(s=le一5)，用方式l计算时，每个时 

间步只需迭代2，3次就收敛，而对于方式2每个时间步 

需要迭代 8次以上才收敛。从数值试验，可以看出区域 

分解法的收敛速度与重叠区域太小有关，重叠区域越 

太，收敛速度愈快。 
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Boundary Element M ethods with Overlapping Domain Decomposition 

for Parabolic Problem 

ZHANG p ，ZHU Jia-lin 

(Institute of Mathematies and Physics，Chongqing University，Chongqing 4OOO44，China) 

Abstract：Bon．~ element method is a numerical method for solving partial differential equations．There arc several 

fommlations of botmdary element method (BEN)applied to solve a parabolic differential equation．The approach，which 

employs time～ dependent fundamental solution，allows longer time steps in time integration than other approaches，and this cm 

cut down on time for computer implementation 山 high precision．Domain decomposition method ．which decompose the domain 

that aOven problemisto be solvedinto subdcomlns，hasthe advalltag~3 of reducing thelarge problem into~lBtller one,and 

reducingthe o∞ exproblem into sim pler ones，and allowsparallel corn／roti”g，An overlapping domain decompositionmethodis 

applied combining a boundary element formulation with time—dependent fundamental solution Io solve a diffusion equation． 

Firefly，by domain decomposition，the problem divided into two problems on subdemalns，and then the initial—BoundaIy 

problems are solved by bo~ dey element method on each subdomain．Some numerical examples aI presented to illustrate 

feasibi~ty and efficiency ofthemethod ．The numerical experiments showthatthe eonvelgcaace rate oftheme thodis dependent 

with thetwerlapping d ee ofthe,ubdomalns． 

Key words：parabolic equation；domain decomposition；b0Imdary element；parallel algorithm 
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