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箍 耍 本文主要讨论了分层均匀且各向异性的人体胸腔场域内心电场逆问题 

的数学模型和有限元模型，其主要涉及了下面内容：1．建立了一种微分型的心 电埽 

教学模型．使心电场逆问题可以直接应用数值计算方法求解。2．定义了一类特殊边值 

问题为不道定边值问题 。 ：{．建立了三维分层均匀且各向异性媒质中的心 电场逆问 

惠有限元计算公式．4．筒要讨论了心电场逆问题的优化解法。 
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ABSTRACT In this paper，the mathematica1 model and the three-dimensional 

finite deme~ formulation of inverse p roblem in declrocardi。graphy (ECG)under 

a general inhomoge~ceus and anisotropic configuration of the torso conductor is 

focused On．The following points are especially considered~ 1． The mathamatical 

model is described by differential equation instead of the Fredholm integra1 

~qtmtion． 2．A kind of spedal boundary value
．

problem is defined as ill—posed 

bouadary value problem．3．A group of finite element formulation．in which the 

method that treats anisotropic medium．is built up．4．The calculating method of 

il1．posed boundary value Problem ia discussed． 
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一

、 引 言 

利用人体表面i测量生物电信 逆推件内生物电源的等效数值，是生物医学工程上_-项重 

要的研究课题， 被称为逆问题 (InverSe P1oblem )。目前主要涉及由体表电位图逆向解算心 

外膜 (epicardic membranne)上的电位数值及分布 。由于心脏电源产生的电信号是经由一 

个复杂的场域传导到体表，其中不同媒质的影响 ，由源到场的迭加性，以及传导过程 中信号的 

损失和畸变，使体表测量到的心电信号已严重的失真，信息量也嫌不足。再者目前心脏病变 

是由体表测量电位 目测和经验逆推 使ECG在临床应用上确诊率很低 ，尤其对局部性病变。 

所 以，应用心电场数学模型和数值计算方法 ．借助计算机代替人完成 由场到源的逆推过程， 

是ECG无损伤诊断的重要发展方 向。 

但是，人作为一个复杂生物体，要完成这种逆向求解，首先就业须建立较准确的心电场 

计算数学模型。过去，～些文献曾对心电场的数学模型做了描述[ ，但多为做了大量简化 

的解析算法模型。近年，由于计算机以及数值计算方法在生物医学中应用逐渐增多，许多重 

要的生物数学模型都必须修改乃至重建。本文的主旨就是根据人体胸腔的解剖结构和心电荡 

的分布特点，建立一种新的心脏电场数学模型和计算模 型 ．鉴 于本文建立的数学模型的特 

殊性 ，还新孙充定义了一种电磁场理论中未见描述的特殊边值问题 ．并提出了相应优化解 

法。 

二、人体心电场微分数学模型 

(一) 人体胸腔场域模型 

图1为解剖上的人体胸腔结构 根据目前国 

外采用的胸腔场域模型以及作者的简 化 ， 图 2 

所示的分层均匀媒质胸腔模型认为是较合符实际 

图 1 

乜 腔 

蕾 2 

的仿真模型 。图中工为肺组织，日为心脏，阴影区为各向异性肌肉层，余下场域均为l悴 

演． 

(o"1)——各向异性肌肉层电导率张量； 

：——肺组织电导率j 
— —

体液电导率。 

http://www.cqvip.com


第l 3卷第 3期 琦等 三难， 电境的 算数学搜型和一种特殊的边值 问题 3j 
} 

一 一 ⋯ ’ — 一 ‘  
一  

(--)心电场数学模型 

从数学上讲 由场解源的： 本数学模型是积分方程。到 目前为止，图外从事此项研究都 

是采用具有退化核的第一类F edholm方程 但是，积分方程在应用于计算复杂场域时 ， 

其方法复杂，适用范围狱小 所以，本文对图 2所示场域 内的逆问题采用了一种微分型数学 

模型，使心 电场逆问题能够直接用边值问题的数值解法 。 

从电磁理论可知，无源区域内，场函数是由代表域外场源的心外膜等效电位产生的．据 

此，我们首先把这种源的效果转化为下面边界条件： 

Ⅱ =E( ， ，z) ( ， 。z)∈SH (1) 

这个边界条件包含的是一个未知函数 。 

在D内，位函数 满足Laplace方程： 

V·(( ] ( )) 0 ∈D (2) 
～  

’ 

此处【 )为非均匀导体D内的电导率，它在不同媒质里取值不同． 

在s 上 由于空气绝缘性 ．电流密度法向分量为零： 

=0 (3) 
或写为： 

·(Ⅱ]Vu1∞= 0 

由于逆问题中有一个边界条件是虚设的(即式(1)) 

值问题．根据体表电位的可测性，补充条件， 

(I) 

须补充一个边界条件才能构成边 

Is ( ， ， ) ( ，Y， )Es 

在内部各媒质分界面S 和SB,上，有： 

IS
￡ 

【 ] tS ---O-3尝 l 

l 

6 

7 

8 

作为衔接条件．综上所述，描述心电场场源关系的微分数学覆达式为 F列边僵J司■： 

f V-( 。0 一 

J 【 l VuIs 。 (1o) 
I扯Is = ( ， ， ’ 
I扯Is = ( ， ， ) 

再加上衡按条件 (6)，(7)、(8)、(g) 
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三、一种特殊边值问题及解的存在性 

前节推导的描述心电场泺咒系的边值 题巾．由于边界函数的特殊给定方式使它区别 于 

常规电磁场的三类经典边值问题 r面我们详细分析它的特点及可解条件
．  

图3在人体胸腔场域上给出了四刺 边界函数，根据它们的不同组合。可以获得六类不同 

的边值问胚 (见表 1)．前面四种为经典的边值问题．后面两种则在传统理论上认为是无解 

的．无解的原因为： 

髓 3 

丧 l 

(一)经典电磁理论认为 如果边界上给定了第一类边界条件．就不能再任意给定第二类 

边界条件，否则不相容．其问题无解； 

(二)由于内边界 ( 或外边界 )上的边界条件为虚设，其边界上的约束条件数不够． 

但是，在实际工程中．常常要求我们求解表l中所列的第五类非经典边值问题，如地质中 

的磁电法勘探 [。3和心电场逆问题等。虽然它们已经作为实际问题提了出来．但由于悖于经 

典 电磁理论．被认为不能用经典边值问题求解。 

然而 ， 认为边值问题五 、 卉无解的原因一是建立在边界条件具有数学上的任意性．但 

是，对特定的实际问题，边界条件并不一定就具有这种任意性．如心电场逆问题． 是一个 

确定的可测函数，它与， 是由同一心脏 电源产生的位和场函数，它们 自然蕴含着相互联系． 

不是相互独立的．所以，若对表中的两类非经典边值问题予与限制，其不相容性是可以消除 

的： 

1． 场域臼由线性媒质组成． 

2． 场域内部无源． 

3． ≈ 和， ．不是任意给定，而是由等效替代心电源的≈ 唯一产生 ， 由边界s 上测量获 

得．它们三者之间自然蕴含着相互联系． 

但是，消除了边界条件的不相容并不意味着这种特殊边值问题能够用常规方法求解．因 

为边界条件约束数不够 这种特殊边值问题即使能够求解，其求解条件也是十分恶劣。实际 

上表 l所列的商类非经典边值问题从数学上讲是属于不适定性问题 (ilI—posed pro'blem)~”． 

它们呈现的特殊性质必须用特殊的解法．鉴于这种不适定性．本文定义表 1所列的两类非经 

典边值同磁为不适定性边值问题．其解法将在后面引入了数值计算模型后再讨论． 
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四、人体胸腔三维电流场的有限元模型 

对较复杂 的 场 域 山 的场讣算，一种有效 的方 法为有耀元法．本文讨论 的不适定边值问 

题由于一部分边界函数不确定 ，能量泛函无法获得 ，故 尔采用加权余虽法求取有 限元方程
。  

对图2所示场域内电场方程组 (10)取其加权余量秘分： 

J。哪．([ m) +Is (( V )as 

+k ·( ～)as (11) 

． ． — — 加权函数 
— — 心外膜电位数值解； 

f 心外膜 电位理论解 ． 

由向量恒等式变换 式(11)可写为： 
f ， r 一 一 ～  

·
= ～

j。V -’(c )VH)dn+Js ( ·+ ·)n：·((口~Vu)dS 

+J ． ·(( ]V ) + (“一 )ds (12) 
令 。+ 一 0 

。Is S 

则c B一一 W．·(( ]V )asa+ 。 ·(( ) ) (1 3) 

将连续的场域n离散为 。个单元、Ⅳ．个节点，则余量函数R．可以近似地表达为各个单元 

0中的余量函数之和． 

霹． ∑ 

若把每个单元内的电位函数近似地用各节点位函数值的插值函数表示 

= ∑Ⅳ 

~Galerk／n有限元法则，取权函数 ．与各点的插值函数一致： 

． 一 Ⅳ． (H=1，2，3，⋯，Ⅳo) 

再令每个离散单元阿的余量函数经加权平均后的和式为零，即 

．
一 ∑ 0 

·I 

(“ ) 

(15) 

(16) 
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我们 · 以获得下面有限元方程式： 

∑[LvN_．( 删iu~df2]：∑[j鸽。( )Ⅳl 州s] 

(i：】．2．3．⋯⋯ 8； i：1．2，3，⋯⋯ 8) (18) 

下面．我们就单元所处媒质的性质和是否与心外膜相关联这两个条件．推导三种形式的 

有限单元矩阵方程． 

(一)与心蚪t相关联的单元 

与心外膜相关联的单元是处于媒质o，中。这类单元的有限元方程可以由(18)演化为： 

vN dQ = 蕊
．

a N 州 s 

( =l，2，3⋯ 8 

如果就图4所示的单纯形坐标(1，-q 

． )构成下列关系： 

： ∑M 

=l，2．3⋯8) 

‘)下讨论此类单元方程， 

(20) 

，=∑ Nd／一 (21) 

一  

此式中拍， ，zt分别为节点 f的整体坐标值 

为： 

(19) 

那它与整体坐标(x， 

(22) 
圉 ‘ 

Ⅳr为该点的插值形画数 ，用单纯形坐标表示 

Ⅳ =i1(1+耋 1)(1+ )(1+ ) (f=1～，⋯ 8) (23) 

在式 (10)中．右端项为一个曲面积分 ，它的擂值函数实际是三维的 ，与Ⅳ1有下面关 

系： 

_：N．I c．一I ( =I，2，3，4) (24) 

所以．我们可以把式 (19)写为矩阵形式： 

式中 

fK'I五 ⋯_．Ki-i 

1 K． z ⋯ } 
I ： ： 【 

I ： ： I 
J ： ： } 

＼五I噩2．I⋯五·B／ 

= j 肌。 ，( 

厂一 8 × 8 ‘-、 

Pll P‘2⋯_Pi‘0⋯0 l 

P2I P22⋯ P2|0⋯ 0 I 

P。1 P‘2⋯P,ll 0⋯0 l 

0 0⋯ 0 0⋯ 0 J 

ll2 c s， 

訾 +等 +訾 )⋯ ax ax a鹜 a az 础一‘ 
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(i=1，2，3，⋯⋯8 =【，2，3，⋯⋯ 8) 

= f J-ll⋯P Oap ．rGI 

陶 5 

(26) 

(2 7) 

( =l，2，3，4；m=I．2．3．4， ) 

I，I和 IG1分别为三维 和二维lacobi矩阵 ． 

(=)与心外囊无美且鲁向同性的单元 

由方程 (18)可知，这类单 元与s 无 

关，故右端项为零，单元方程可写为： 

【 lf)( ，)一0 (28) 

其 i的求法与式 (26)相同。 

(三)鲁向异性飘雨屡内的单元 

如图5所示肌肉单元的电导率在局部坐 

标 ( ， ．= )下可以表示为下面的正交 

各向异性形式： 

～  f o 0 ] 
[o{)一l 0 o，·0 l (29) 

l 0 o 。，J 
且 o ‘一 一 

但是 ．这种局部坐标下的正交各向异性在整体坐标( ， ，=)下则不再是正交各 向异 

性 。下面我们就 图5所示的两个坐标系推导整体坐标下电导率表达式． 

( ． ，=)与( ， ，z )有下列关系： 

= c0印+ysinO (30) 

=一xsino+gcos~ (31) 

=  (32) 

整体坐标下的电导率与局部坐标下的电导率有。 

【oI)=T 【o{)T (3 3) 
_  

● _ 

r为变换矩阵 

r c。 sin口 0、 
f I 

T= l—sin口 cos0 0 l (34) 
l 0 0 l J 

变换后的电导率矩阵为： ． 

式中， 

【 1)= I 6 

、 0 

口=o-·cos20+a，·sin 0 

6=( ．·一口 ’)sin0cos0 

f= ·sin 0+o，·cos~O 

(36) 

(37) 

(38 J 

)  

(  

1  J  

0  0  

C 0  
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在肌 闲层的单元矩 阵方 程可写为 ： 

[五 )( I]=(- (39) 

式中： 置fi盏肌 磬+。[訾， 斗 訾] 

+c t。磬 锄 (40) 
(f=l，2，3，⋯8 f，=1，2，3，⋯ 8) 

缀过上面三类单元分析，总体合成可以得到下列矩阵方程 

(五 五j，0 、r。。、 r 0＼fⅣa、 。 I五J
t i l=l0 I ，l ( 

． ＼0 KHl KHH)、、 H} 、P) H) 

． tr! 分别代表体表、中间媒质一心外膜上的节点电位分块矩阵，而P为式 (18)中的 

右端项系数矩阵，最终可与 的系数矩阵合并。 

五、不适定边值问题的优化算法 

不适定边值问题是电磁场中新引入的概念，下面我们先从数学上认识它的特点． 

[定义 1)若原始资料 (弼量值或计算值 ) 为解=的函数： 
=  ( ) B∈u，zEoF (42) 

如果z满足 

1． 对所有 ∈口的元素均有空问F的解 ． 

2． 其饵 =被 唯一确定． 

3． R( )在空间偶(F，u)上是稳定的。 

则由u空间的 确定F空问的=的问题称为在度鬣空间假 (F )上是适定的，否则就箍 

不适定(B)。 

前节推导的不适定边值问题有限元方程组 (41)就不满足适定性的条件 2、3，所以它 

的解曲线有下列特点： ． 

把方程 (41)移项整理写为： t 

( ) ] ( ][ ] (43) 、 
H ／  

或写为。 

Ax (44) 

当上式右端测量项 的近似值为 ，准确值为 r时，它们2-N的误差满 ： 

P·(“a， )≤d (45) 

若用Az= 计 入上式，则式 (45)可写为： 

P (Az， )≤ (46) 

所以， 程 (44)的自然近似解 然是在满足不等式 (46)中的元素 的集台 中去 找蛀 
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对适定性问题．可以唯一地找到一条解 曲线 z．使不等式 (46)成立。但 是，对不适定性问 

题 ，0d中包含这样一些曲线 它们彼此相差很大． 但又都满足 等式 (46)。所 以 ． 对于 

不 适定性问题只存在最优解 ，不存在唯一解． 
一

般求解不适定问题有两种方法，一种为选择法 ． 一种为正则法 】．本文是应用正则 

法求解 ．具体步骤筒述如下： 

按拉格朗1：1不定因子法构成泛函： 

埘。l(z， It， )= f IAz一 -l I +d I lz—z I > 0 (47) 

式中 为正则算子，它是一个恒为正的阻尼因子 ，由 ll Az ～ ll一6决定其值． 

对上述泛函求极小值．靛终就演化为阻尼最小二乘法(Damped least-SqUre method)： 

( + I)z= A 0 (48) 

利用上式即可对方程 (44)求解。此法具体计算效果可参阅文献[7—8)． 
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