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摘 要：通过研究几类图的连通包数，确定了友谊图、风车图及联图 m nP K 与 m nC K 的连通包数，其中

mP 是具有m个顶点的路， mC 是长度为m的圈，且 nK 是完全图 nK 的补图。
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0 引言

本文所考虑的图均是简单有限的，即没有重

边和环的无向图。不失一般性，用 ( , )V E 表示一个

图G，即 ( , )G V E ，其中V 和 E分别表示G的顶

点集及边集。有时候也用 ( )V G 和 ( )E G 分别表示

G 的顶点集和边集。G 的补图记作G。对于任一

有限集合 S， S的势或大小（cardinality）记作 | |S ，

是该集合 S 中元素的个数。如果图G 的任意两个

不同的顶点之间均有边，则称该图G 为一个完全

图；特别地，具有 n个顶点的完全图记为 nK 。显

然， nK 表示一个没有边只包含 n个顶点的图，即

大小为 n的空图。令 S V ，记由集合 S诱导的G

的诱导子图为 [ ]G S ，其中 [ ]G S 的顶点集为 S 且 S

中两个不同的顶点之间有边当且仅当这两个顶点

在G 中有边。设 v V ，用 ( )GN v 表示顶点 v的邻

域（neighborhood），即 ( )GN v 是所有与 v相邻的顶

点构成的集合。此外，用 deg ( )G v 表示顶点 v的度

数（degree），即 deg ( ) | ( ) |G Gv N v 。顶点 v被称为

G 的一个极点（ extreme-vertex），如果由集合

( )GN v 诱导的 G 的子图是完全的。在 G 中，取

,u v V ，如果从 u到 v有一条路，则 u与 v之间的

距离（distance）记作 ( , )d u v ，是指从 u到 v 的所

有路中最短路的距离。G 中任意两个不同顶点之

间的距离的最大值称为该图G的直径（diameter），

记为 ( )diam G 。在所有从 u 到 v 的路中，距离为

( , )d u v 的路称之为一条 u v 测地（geodesic）路或

u v 测地线。落在所有 u v 测地线上的顶点构成

的集合记为 [ , ]I u v 。设 S V ，用 [ ]I S 表示 S 中任
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两个不同顶点 x和 y 之间的落在所有 x y 测地线

上的顶点所构成的集合的并，即
,

[ ] [ , ]
x y S

I S I x y


  。

对于顶点集合V 的某个子集 S ，如果 [ ]I S S ，则

称 S 是一个凸集（ convex set）。特别地，如果

{ }S v 或 S V ，则 S 显然是一个凸集。图 G 的

凸数（convexity number）被记作 ( )C G ，是G 的具

有最大基数凸集的大小。令 S V ，则包含 S的最

小的凸集称为 S 的凸包，记作 ( )hI S 。若 [ ]I S V

和 ( )hI S V ，则称集合 S 分别为图 G 的测地集

（geodetic set）[1-3]和包集（hull set）[2-4]。一个图

G中所有测地集的最小的基数称为该图的测地数，

且被记作 ( )g G 。类似地，图G 的包数是该图的所

有包集的最小基数，被记为 ( )h G 。

在文献[5]中，John 和 Mary 首次引入了图的

连通包数的概念，并且他们研究了图的连通包数

的一些重要性质及一些有趣的问题。2013 年马儇

龙等[6]计算了一些经典图类的连通包数，包括路、

圈、树、完全二部图、轮图及蛛网图。利用图的

最大或小度研究图论中的参数一直是图论中一个

热门的研究课题，例如彩春丽等[7]通过分析未着色

顶点的邻近顶点的着色情况，利用图的最大度点

扩充图的部分线性着色，其中图的线性色数是指

对图进行线性着色所用最少颜色数。此外，彩春

丽等[8]也研究了围长至少为 5的平面图的线性着色

问题。蔡学鹏等[9]应用概率论中的 Lovasz 一般局

部引理，得出了图的邻点强可区别 V-全色数的上

界。严政等[10]研究了图的最小度和无矛盾连通数。

李雨欣等[11]研究了最大度至多为 3 的图上极大分

离集的最大数目。余桂东等[12]给了一些带有最小

度的哈密尔顿图的充分条件。金剑行等[13]利用图

的最大、小度，给出了图的、测地数、包数及连

通包数三者之间的大小关系，并根据两类特殊图

（完全二部图、分裂图）的结构构造了连通包数

为 3 的图类。郭梦夏等[14]计算了蛛网图的连通包

数。基于此可确定了友谊图、风车图及联图

m nP K 与 m nC K 的连通包数，其中 mP 是具有个

m顶点的路， mC 是长度为m的圈。

1 定义

定义 1.1 给定图 ( , )G V E 和子集 S V ，如

果 S是 G的一个包集且诱导子图 [ ]G S 是连通的，

那么称 S为G的一个连通包集。在所有连通包集的基

数中，最小的基数称为G的连通包数，记作 ( )ch G 。

根据上述定义，下面的结果显然成立，见文

献[6]中的引理 2.1，该结果将应用于下面的证明中。

注 1 给定图 ( , )G V E 和V 的子集 S ，则有

[ ] ( )hS I S I S V   。

接下来，举例说明上述定义，将应用在下面

的证明中。

例 1 在图1中，设 2 4{ , }S a a ，于是 2 4( , ) 2d a a 

且 1 2 3 4[ ] { , , , }I S a a a a 。因此 S 不是一个凸集，但

是 1 2 3 4( ) { , , , }hI S a a a a 。这意味着 S是该图的一个

包集，进而 ( ) 2h G  。由于 [ ]G S 不是连通的，故

S不是该图的连通包集。

类似地，如果考虑 1 1 2 4{ , , }S a a a ，则显然有

1 1 2 3 4[ ] { , , , }I S a a a a V  。此时易知 1( )hI S V ,故

1S 是 G 的一个包集。由于 1[ ]G S 是连通图，故 1S

是 G 的连通包集。因此， ( ) 3ch G  。同理可知

3 2 3 4{ , , }S a a a 也是 G的一个连通包集。

图 1 具有四个顶点的一个图

Fig.1 A graph with four vertices

定义 1.2 友谊图 nF （Friendship Graph）将 n

个 3C 共享一个公共顶点所构成的图，其中 3C 表示

长度为 3的圈。注意 1 3F C 且 nF 有 2 1n  个顶点，

图 2表示的是友谊图 3F 。

https://jour.duxiu.com/searchJour?sw=%E9%83%AD%E6%A2%A6%E5%A4%8F<sup>1</sup>&ecode=utf-8&channel=searchJour&Field=2
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图 2 友谊图 F3
Fig.2 Friendship graph F3

定义 1.3 风车图 4
nD （Dutch Windmill Graph）

将 n个长度为 4的圈 4C 共享一个公共顶点所构成

的图。注意 1
4 4D C 且 4

nD 有 3 1n  个顶点，图 3表

示的是风车图 4
4D 。

图 3 风车图 4
4D

Fig. 3 Windmill graph 4
4D

定义 1.4 图 1G 和 2G 的联图 1 2G G 定义为：

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G   且 1 2( )E G G  1( )E G 

2 1 2( ) {{ , }| ( ), ( )}E G u v u V G v V G  。

从上述联图的定义可以看出，对于两个图 1G

和 2G ，它们的联图 1 2G G 以图 1G 和 2G 的顶点集

的并为顶点集（注意它们的顶点集的交始终是空

集）， 1 2G G 的边集是由它们各自的边集之并跟集

合 1 2{{ , }| ( ), ( )}u v u V G v V G  的并构成。

2 一些连通图的连通包数

下面将给出以下主要结果及证明。

定理 2.1 设 2n  ，则 ( ) 2 1c nh F n  。

证明 假设V 是 nF 的顶点集， a是 nF 共享的

公共顶点且 S 是 nF 的一个连通包集。考虑到

| | 1S  且 nF 的任一连通包集所诱导的子图是连通

的，可知 a S ，因为 a是 nF 的割点。于是根据 nF

的定义可知 [ ]I S S ，即 S 是一个凸集，进而有

( )hI S S 。现在根据连通包集的定义，必须有

S V 。因此在所有 nF 的连通包集中，最小的基数

为V 的大小，即 ( ) 2 1c nh F n  。

定理 2.2 设 2n  ，则 4( ) 2 1n
ch D n  。

证明 假设V 是 4
nD 的顶点集，现对 4

nD 的顶

点进行标记，如图 4 所示。现在令 S 是 4
nD 的一个

连通包集，注意 | | 1S  且 4
nD 的连通包集所诱导的

子图是连通的。因为 a是 4
nD 的割点，可知 a S 。

下面断言 1 2{ , , , }nb b b S 。反证，假设在集

合 1 2{ , , , }nb b b 中存在某个元素不属于 S ，不妨设

1b S ，则必定有 1 [ ]b I S 。若设 1' { }S V b  ，则

显然 [ '] 'I S S ，于是 'S 是一个凸集且 'S S 。这

意味着 ( ) 'hI S S V  ，即 S 不是一个包集，这与

假设矛盾。因此，断言成立，即 1 2{ , , , }nb b b S 。

图 4 4
4D 的顶点

Fig. 4 The vertices of 4
4D

接下来，注意到对所有1 i n  ，{ , }i ic c 是图

4
nD 一个割点集。因此对每一个1 i n  ， ,i ic c中

的某一个元素必须属于 S。为了使 S的基数最小，

可考虑下面的集合：

1 1 2 1 2{ , , , , , , , , }n nS a b b b c c c  

首先，容易看出由 1S 所诱导的子图是连通的且

1[ ]I S V 。于是根据注 1，可知 1S 确实是 4
nD 的一

个连通包集。因此，现在只需令 1S S ，可知

4( ) 2 1n
ch D n  。

定理 2.3

1, 1 1

1, 2 2

        

        

  

           

( )
2, 3 1

2

 ,  3

c m n

n m n

n m n
h P K m m n

   

   
        



且 ；

且 ；

且 ；

其它。

当

当

当
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证明 先对该联图的两部分 mP 和 nK 的顶点进

行标记。设

1 2( ) { , , , }m mV P a a a  ， 1 2( ) { , , , }n nV K b b b  。

如果 2 1m n 且 ，则 m nP K 同构于完全图

3K ，于是有 ( )c m nh P K  3。

现在考虑下面的四种情况：

情况 1 1m 

此时 m nP K 是一个大小为 1n  的星图，于是

根据文献[6]的定理 2.5，可知 ( )c m nh P K m n   ，

因此结论成立。

情况 2 2m 

若 1n  ，则 m nP K 同构于完全图 3K ，于是

( ) 3c m nh P K  。现在假设 2n  且设 S 是 m nP K

的一个连通包集。如果在 1 2{ , , , }nb b b 中存在一个

不 属 于 S 的 元 素 ， 不 妨 设 nb S ， 则

( ) { }m n nS V P K b   。因 ( ) { }m n nV P K b  是一个

凸集，于是 ( )hI S V ，这与 S 是一个连通包集矛

盾，因此 1 2{ , , , }nb b b S 。也注意到 S 诱导的子

图是连通的且 2m  ，可知 1 1 2{ , , , , }nS a b b b  或

1 2 1 2{ , , , , , }na a b b b 。现在考虑集合 1 1 2' { , , ,S a b b

, }nb 容易看出 1 2 1 2[ '] { , , , , , }nI S a a b b b  ，于是根

据注 1可知 1 2 1 2( ') { , , , , , }h nI S a a b b b  ( )m nV P K ，

即 'S 是 m nP K 的一个连通包集。于是在这种情况

下， ( ) 1c m nh P K n   ，定理成立。

情况 3 3m  且 1n 

令 S是 m nP K 的一个连通包集，且 1{ , }ma a S 。

事实上，如果 1a S ，则 1( ) { }m nS V P K a   且

1( ) { }m nV P K a  是一个凸集，即 ( ) ( )h m nI S V P K  ，

这与 S 是一个包集矛盾，于是 1a S 。同理可知

ma S ，即 1{ , }ma a S 。接下来证明：若 3m  ，

在 2 3 1{ , , , }ma a a  中，不可能存在两个具有连续下

标的元素同时不属于 S。

如果 3m  ，则结论显然成立。下面可设 4m  。

反证，如果这样的元素存在，不妨设 2 3,a a S 。

注意在 S中，任意两个顶点的距离为 1或 2。因此

2 3( ) { , }m nS V P K a a   且 ( )m nV P K  2 3{ , }a a 是

一个凸集，这与 S 是一个包集矛盾。于是在

2 3 1{ , , , }ma a a  中，不可能存在两个具有连续下标

的元素同时不属于 S。

现在假设 1b S 。由于S诱导的子图是连通的，且

1{ , }ma a S ， 则 1 2{ , , , }mS a a a  。 容 易 验 证

1 2{ , , , }ma a a 是 m nP K 的连通包集合。再假设

1b S 。为了使得集合 S 的基数最小，根据排列组

合知识可知

1 1 3 5

1 1 3 5 1

            { ,

    

, , , , }

{ , , , , , , }

m

m m

b a a a a m
S

b a a a a a m

 






，， 若 是奇

， 若 是偶

数

数

即 | | 2
2
mS     

。容易验证 [ ] ( )m nI S V P K  ，即

上式中表示的集合确实是 m nP K 的连通包集合。

结合上面两种可能，可知在这种情况下，

( ) 2
2c m n
mh P K      

。

情况 4 3m  且 2n 

在该情况下观察可知 ( ) 3c m nh P K  。设

1 1 2{ , , }S a b b ，下证 S是 m nP K 的一个连通包集。

因 此 时 由 S 诱 导 的 子 图 是 连 通 的 且

1 2 1 2[ ] { , , , , , }mI S a a a b b  。如果 2n  ，则 [ ]I S 

( )m nV P K ， 且 ( ) ( )h m nI S V P K  ， 因此 S 是

m nP K 的一个连通包集，即 ( ) 3c m nh P K  。下

设 3n  。明显 1 2 1 2[ ] { , , , , , }mI S a a a b b  不是凸集，

于是根据注 1可知， [ ]I S  1 2 1 2{ , , , , , }ma a a b b 

( )hI S ， 而 ( )hI S 是 一 个 凸 集 且 1 2{ , , , }nb b b 

1 3[{ , }]I a a 。 因 此 ( ) ( )h m nI S V P K  ， 即 S 是

m nP K 的 一 个 连 通 包 集 ， 这 蕴 涵 出

( ) 3c m nh P K  。
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定理 2.4

1, 1 1
1, 2
       
       

            
       

   

 

2
4, 3 1

( ) 1, 3 3

1, 4 1

        
2

3   ,   

c m n

n m n
n m n

m n
h C K n m n

m m n

   


  
       

      



且 ；

且 ；

且 ；

且 ；

且 ；

其它。

当

当

当

当

当

证明 对 m nC K 的两部分 mC 和 nK 的顶点进

行标记，假设

1 2( ) { , , , }m mV C a a a  ， 1 2( ) { , , , }n nV K b b b  。

如果 1m  ，则 m nC K 是星图，由文献[6]的

定理 2.5可知 ( ) 1c m nh C K n   。

如果 2m  ，则 m n m nC K P K   ，根据定理

2.3可知结论成立。

下面考虑两种情况：

情况 1 3m  且 1n 

如果 m=3，则 3 1 4C K K  ， ( ) 4c m nh C K  。

下设 4m  。令 S 是 m nC K 的一个连通包集，且

在 1 2{ , , , }ma a a 中，不可能存在两个具有连续下标

的元素同时不属于 S 。反证，如果这样的两个元

素存在，不失一般性，可设 1 2,a a S 。在 S 中，

任 意 两 个 顶 点 的 距 离 为 1 或 2 。 因 此

1 2( ) { , }m nS V C K a a   且 ( )m nV C K  1 2{ , }a a 是

一个凸集，这与 S 是一个连通包集矛盾。于是在

1 2{ , , , }ma a a 中，不可能存在两个具有连续下标的

元素同时不属于 S。

如果 1b S 。因为 S 诱导的子图连通，则有

1 2{ , , , }mS a a a  或 1 2{ , , , } { }m ia a a a ， 其 中

{1,2, , }i m  。不论那种情况发生，都容易验证

[ ] ( )m nI S V C K  ，即 S均是 m nC K 的连通包集。

如果 1b S 。为了使得集合 S的元素个数最少，根

据排列组合知识可知

1 1 3 5

1 1 3 5 1

{ , , , , , },
{ , , , , , },

   m

m

b a a a a m
S

b a a a a m

 





若 是

偶

，奇

若 是

数

数

即 | | 1
2
mS     

。现在容易得 [ ] ( )m nI S V C K  ，

即上式中表示的集合确实是 m nC K 的连通包集合。

结合上面两种可能，可知 ( ) 1
2c m n
mh P K      

。

情况 2 3m  且 2n 

观察 ( ) 3c m nh C K  。令 1 1 2{ , , }S a b b ，首先

考 虑 3m  。 如 果 2n  ， 则 显 然 有

[ ] ( )m nI S V C K  ，于是 S 是 m nC K 的一个连通

包 集 ， 即 ( ) 3c m nh C K  。 下 设 3n  。 因 为

1 2 3 1 2{ , , , , , , } { }n ia a a b b b b 是 一 个 凸 集 ， 其 中

{1,2, , }i n  ，故 1 2{ , , , }nb b b 包含于每一个连通

包集。注意到此时的连通包集诱导的子图是连通

的，于是具有最小基数的连通包集只可能是

1 2{ , , , } { }n jb b b a  ，其中 {1,2,3}j 。事实上，容

易验证 1 2{ , , , } { }n jb b b a  是 m nC K 的连通包集，

即在这种情况下有 ( ) 1c m nh C K n   。

接下来考虑 4m  ，只需证 S 是 m nC K 的一

个连通包集。显然由 S 诱导的子图是连通的且

1 2 1 2[ ] { , , , , , }mI S a a a b b  。。 如 果 2n  ， 则

[ ] ( )m nI S V C K  且 ( ) ( )h m nI S V C K  ，因此 S

是 m nC K 的一个连通包集，得证。如果 3n  ，

由于 3 1 3[{ , }]b I a a ，则 [ ]I S 不是凸集。另外，因

为 ( )hI S 是一个凸集且 1 2 1 3{ , , , } [{ , }]nb b b I a a ，

由注 1 可知， ( ) ( )h m nI S V C K  ，即 S 是 m nP K

的一个连通包集。
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