
黎曼流形中运动群不变量!
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摘 要：黎曼流形运动群的研究是微分几何中一个重要问题。构造了黎曼流形中亏数为 ! 的

一个运动群，进而对黎曼流形度规运动群、共形运动群以及亏数为 ! 的运动群的黎曼不变量

进行了刻划。证明上述 $ 个运动群之间存在着某种所谓“自相关性”。给出黎曼空间中共形

运动群在共形于黎曼空间的空间中变为度规运动群的一个有趣的例子。
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黎曼流形运动群的研究是微分几何中一个重要问题。本文在文献［&］、［!］的基础上，对黎曼流形运

动群的不变量作某些讨论。为了方便先引进文献［&］、［!］中几个有关的概念。设 !" 是一个 " 维黎曼

流形，有黎曼度量 . #! / $%&（’）.’%.’&（ %、& / &⋯"）令 ’ /（’%）是 !" 的任意局部坐标系，在一单参数变换

群 ’( ) *（’，!） （&）

下，变换后的变量. #! / $(%&（’(）.’& %.’& &，如在变换群（&）下，度量形式保持不变. #! / . #!，则称变换群（&）

是 !" 中的等距变换群或度规运动群。一般设 +, /｛’( / *（ ’，-）0 ’"!"，- /（ -&⋯ -,），-%"!，% / &，

⋯ ,｝是 !" 中含 , 参数的度规运动群，而 . /"
& #
#’&

是 + 的单参子群的无穷小生成元，则如所知 1233245 向

量 . 将满足下列形式的 1233245 方程 /.$%& ) $ %"& 0 $ &"% ) # （!）

其中 $ %"& )#"&

#’% 1 %/
%&"/

是"& / $%&"
% 的协变导数，而%/

%& 是!" 上的 6782 , 9282:7 联络%/
%& /

&
! $23 #$%3

#’&
;#$3%

#’%
,#

$%&

#’( )3 可证方程（!）的

另一等价形式是 &
"

3 ) &
（$%3

#"
3

#’& 0 $%3
#$3

#’% 0"
3#$%&

#’3
）) # （$）

再则，如在变换群（&）下，变换后的度量满足. #! /#（ ’，!）. #!，其中函数#（ ’，!）’#，则称变换群

（&）是黎曼流量 !" 中的共形运动群，如设 . /"
& #
#’%

是共形运动群基向量场，那么我们有 . 将满足下列

广义 1233245 方程 /.$%& ) $ %"& 0 $ &"% )$$%& （"）

其中$/##（’，!）

#!
0!/ 4，4 是群单位元，可证方程（"）的另一等价形式是

&
"

3 ) &
$%3
#"

3

#’& 0 $%3
#"

3

#’% 0"
3#$%&

#’( )3 )$$%& （-）

注意到在变换群 ’( / *（’，!）下，变换后的度规满足方程

$(32（ *）#*3

#’%
·#*2

#’& ) $%&（ %、& ) &⋯"）

因此，一般地我们可考虑在变量 ’ /（’&⋯’"），5 /（5%&（’））（ %、& / &⋯"）的空间中下列单参变换群
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这里，假定 $ 的 #$%&’()（ $）为满秩，这时，变换群（!）我们将称为 *(+,$-- 流形 ,+ 中一般运动群，并记作

-，而变换群（!），（"）则开拓了从变量 ! 到变量 % 的运动，并确定出同构于 - 的一延拓群 "-#-。

如设 . ."
( !
!!(

是运动群 - 的基向量场，则延拓群 "- 的基向量场相应为 ". # . /#&’
!
!%&’

我们有引理 ! 0!［/］，一般运动群延拓群 "- 的基向量 ". 中的系数#&’ # 1（%(’!"
(

!!& / %&(!"
(

!!’
）

从而 ". #"
(（!）!

!!( 1 %(’!"
(

!!& / %&(!"
(

!!( )’ !!%&’
（0）

考察坐标系（!&）中带有度量张量 2&’（!）的 *(+,$-- 流形 ,+ 中的运动群 -，$变换 3%"-，它将把由方程%&’（!）# 2&’（!）（ &，’ # !⋯+） （1）

所确定的流形 4 变为等价的流形 3（4），这可由群 "- 的结构方程（"）得到，流形 4 的轨道

"-（&2 ）# ’
3%-

3（&2 ）

是延拓群 "- 的包含 4 的一最小不变流形，由于3(, 4 . +，可证此时相应于群 "- 的流形 4 的不变性亏数

$ # 3(,"-（&2 ）1 + （4）

将不依赖于 ,+ 中坐标系（!&）的选取，$我们将称为 ,+ 中运动群 - 的亏数，并记作$.$（,+，-）。

引理 ! 0/［5］，设 . ."
’ !
!!’

是 ,+ 中运动群 - 的基向量场，则 - 的亏数

$（,+，-）# 6$-7［*.2&’］# 6$-7 "
(!2&’

!!( / 2&(
!"

(

!!’ / 2&(
!"

(

!![ ]& （!8）

! ,+ 中度规运动群和共形运动群不变量刻划

下面我们首先来给出关于 *(+,$-- 流形 ,+ 中度规运动群和共形运动群不变量的刻划。

定理 ! 0! *(+,$-- 空间 ,+ 中运动群 - 是度规运动群的充分必要条件是由方程 2&’（ !）9 %&’ . 8 所

确定的流形 4 相应于 - 的延拓群-为不变。

证：由方程 2&’（!）9 %&’ . 8 所确定的流形 4 相应于延拓群 "- 为不变的充要条件是

"-（4）# 4

即 ".（2&’（!）1 %&’）5 4 # 8（ &，’ # !⋯+） （!!）

由引理 ! 0! 方程（!!）为

"
&（!）!
!!& 1 %(’!"

(

!!& / %&(!"
(

!!( )’ !!%[ ]
&’

（2&’（!）1 %&’）5 4 # 8

"
(（!）!2&’

!!( / %(’!"
(

!!& / %&(!"
(

!!( )’
%&’ # 2&’（ !）

# 8

"
(（!）!2&’

!!( / 2(’
!"

(

!!& / 2&(
!"

(

!!’ # 8

此即 :(;;(-< 方程（5）。由此我们可得

推论 ! *(+,$-- 流形 ,+ 中的度规运动群 - 具有
!
/ +·（+ = !）个无关的不变量 ’&’ . 2&’（ &，’ . !⋯+）

定理 ! 0/ *(+,$-- 流形 ,+ 中由方程
%&6
%!!

#
%&6（!）

%!!（!）
（ & # !⋯+，6 # /⋯+）（2!!（!）( 8） （!/）

所确定的流形 4 相应于共形运动群 - 的延拓群 "- 为不变。
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证：设 ! !!
" !
!#"

是共形运动群 $ 基向量场算子，其分量!
% 将满足广义 "#$$#%& 方程（’），又设 ! &

!
’ !
!#’ ( )’%!!

’

!#* + )*’!!
’

!#( )% !!)*%
是 $ 的延拓群 "$ 的基算子，首先我们可写方程（()）为

"*, #
-*,（#）

-((（#）
)(( ( )*, & * （(+）

由这个方程所确定的流形 . 相应于延拓群 "$ 为不变的充要条件应为 "!"*, / . & * （(,）

下面分两种情况证明方程（(,）成立。

（!）设 * ! (，则
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上式右端第一个括号是先令 % ! ,，然后再令 , ! ( 分别对 )(,和 )((求微商而得到，由于方程（(+）它等于

)((
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-(’
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’

!#, + -,’
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’

!#( ( )
-(,
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’
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所以 "!"(, - . !
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（"）设 *%) 类似可得

"!"*, / . & )’,!!
’

!#) + )*’!!
’

!#, ( ))(’
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.
+
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-*,
-((!

’!-((

!#( )’
.
&
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-)
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因此（(,）式成立。由此可得推论 ) 0#123%% 流形 01 中的共形运动群 $ 具有
(
) 1（ 1 . (）/ ( 个无关不

变量 "*, !
-*,
-((

（ * ! (⋯1，, ! )⋯1）

定理 ( 2+ （(）设 $ 是01 中的度规运动群，则 $ 的亏数#（01，$）! *。（)）设 $ 是01 中的共形运动

群，则 $ 的亏数#（01，$）! (。证：由引理 ( 2) 和方程（+），方程（’）可得

) 01 中亏数为 ) 的运动群及其不变量

由定理 ( 2+ 可知，1 维黎曼流形 01 中的度规运动群亏数#! *，共形运动群亏数#! (，下面我们来

构造一个亏数#! ) 的运动群考虑下面的广义 "#$$#%& 方程组

$ %!’ + $’!% &"(-%’（ %，’ & (⋯1 ( (）

$ *!1 + $1!* &")-*1（ * & (⋯1{ ）
（(’）

其中"(&") 在度规张量 -*% !#*%的 1 维平坦流形 31 中，方程（(’）可简化为

!!
%

!#’ +!!
’

!#% &"(#%’ （ %，’ & (⋯1 ( (） （(4）

!!
1

!#% +!!
%

!#1 & * （ % & (⋯1 ( (） （(5）

!!
1

!#1 & (
)") （(6）

这里，!
(⋯!

1 / (可将它看作是变量 #(⋯ #1 / (的函数，而变量 #1（以下设 #1 ! 4）起着参数的作用，方程
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（!"）具有下列一般解［#］

!
! " #$（ %）（$&!&$ ’ (!& ( $"!$）) *!

$（ %）&$ ) +（ %）&! ) ,!（ %）（ ! " !⋯- ’ !） （!%）

其中 &!& & $ ’（&.）$ ( ⋯ (（&- ) !）$，*!
$ ’ ) *$

!（ ! * $）

#$（ %），*!
$（ %），+（ %），,!（ %）都是 % 的函数。

由（!%）式可求得 "!
!

"&$ ’"!
$

"&! " #（#$（ %）&! ’ #!（ %）&$）) $*!
$（ %）

这些方程和方程（!+）的相容性条件 "
"%
"!

!

"&$ ’"!
$

"&( )! " ,

给出解 $（ /#$（ %）&! ’ /#!（ %）&$）) /* !
$（ %）" ,

这里“·”表示对 % 的微分。由此可得 /#!（ %）" , /* !
$（ %）" ,

因而在（!%）中，所有的 #! 和 *!
$（ !，$ ’ !⋯- ) !）都是与 % 无关的常数，将（!%）代入（!+）中，容易解出

!
- " ’ !

$
/+（ %）(!& ( $ ’#

-’!

! " !
,!（ %）&! ) 0（ %）

其中 0（ %）是 % 的任意的函数，从而方程（!"）、（!+）具有下列一般解

!
! " #$（$&!&$ ’ (!& ( $"!$）) *!

$&$ ) +（ %）&! ) ,!（ %）

!
- " ’ !

$
/+（ %）(!& ( $ ’#

-’!

! " !
,!（ %）&! ) 0（ %）（ !，$ " !⋯- ’ !{ ）

（$,）

可惜这里所求到的解（$,）太大，不能构成李代数，现我我们可分出它的下面几个李代数

（!）在解（$,）中，令 *!
$ ’ ,，,!（ %）’ , +（ %）’ , 而 #$（$ ’ !⋯- ) !）和函数 0（ %）任取，此时算子

10 " 0（ %）"
"%

它确定出实直线上一无限变换群，其有限子群的最大阶等于 -，作为有限子群的基算子可取相应于函数

0（ %）’ !，0（ %）’ % 和 0（ %）’ %$ 的基算子，而常数 #$（$ ’ !⋯- ) !）任意，那么我们会得到下列基算子

1! " ""%，1$ " % "
"%，1- " %$ "

"%，2$ "（$&!&$ ’ (!& ( $"!$）"
"&!

（$ " !⋯- ’ !） （$!）

对于它，我们有［1!，1$］" 1!，［1!，1-］" $1$，［1$，1-］" 1- （$$）

［13，2$］" ,，［24，25］" , （ 3 " !、$、-、4，5 " !⋯- ’ !）

因此（$!）形成一李代数，由它可确定出 6- 中（ - ( $）参数的运动群 7- ( $。把（$!）中算子的坐标代入

（!,）后，可求得亏数"（6-，7- ( $）’ $
（$）把（$,）中的!

! 代入方程（!"）中，可求得#! " ##!&! ) $+（ %）。令#! ’ , 得

#! " , （ ! " !⋯- ’ !） + " ,

将 #! ’ ,，+ ’ , 代入（$,）中，它给出原方程（!"）（!+）在#! ’ , 时的下列一般解

!
! " * !

$&$ ) ,!（ %）（ ! " !⋯- ’ !）

!
- " ’#

-’!

! " !
,!（ %）&! ) 0（ %{

）
（$-）

从上述解中可求出一李代数为

1! " "
"&!

（ ! " !⋯- ’ !）

1!$ " &$ "
"&! ’

&! "
"&$

（ ! 8 $，!、$ " !⋯- ’ !）

10 " 0（ %）"
"













%

（$#）

有 ［1!，1!$］" ’ 1!，［1!，10］" ,，［1!$，10］" ,
（-）代替原方程（!"）、（!+）、（!.）考虑下列方程组
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!"& % ! !!
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!"! % ! （ ! % "⋯& ’ "） （#%）

!!
!

!"! % "
#"" （"⋯& ’ "） （#&











 ）

注意到因为方程（#$）、（#&）和方程（"%）相重合，所以它的一般解由（"’）给出，将（"’）代入方程（#%）中，可

确定出所有的量 (#（ )），*!
#（ )），+（ )），,!（ )）都是常数，而!

& ( -（ )），因此方程（#$）（#%）（#&）具有依赖于
"
#

&·（& ) "）个任意常数 (#·*!
#，（ ! * #）. ,!（ !、# ( "⋯& + "），+ 和一个任意函数 -（ )）的下列不变解

!
! % (#（#"!"" ’ /#" / ##!#）$ *!

#"# $ +"! $ ,!（ ! % "⋯& ’ "）

!
& % -（ ){

）
（#,）

由上述解可得下列李代数

0! % !
!"!

0!# % "# !
!"! ’

"! !
!"#

（ ! 1 #）

2! %（#"!"# ’ /#" / ##!#）!
!"#

3 % "! !!"!
0- % -（ )）!

!)（ !，# % "⋯& ’ "











 ）

（#’）

上述李代数包含李代数（#"）和李代数（#-）来作为自己的子代数，由它所确定的运动群 4.是一无限群。

且可求出其亏数#（5&，4.）( # 以上我们即构造出在平坦流形 5& 中亏数#( # 的一运动群 4.。

定理 # ." 在 & 维平坦流形 5& 中，由（#’）所确定的运动群 4.具有
"
# &（& ) "）+ # 个无关的不变量

6!# % 7!#（ ! " #，! % "⋯& ’ "，# % "⋯&）

6## %
7##
7""

（# % #⋯& ’ "{ ）
（/!）

证：根据定理 " ."，由方程 8!# ( 7!#（ !"#，! ( "⋯& + "，# ( "⋯&）所确定的流形相应于延招群 $4 为不变的

充要条件是 4 是度规运动群，其基向量场 0 满足 0122134 方程（/），而在平坦流形 5& 中，它可归结为方程

（#$）和（#%），再据定理 " .#，由方程
8##
8""

(
7##
7""

（ # ( #⋯ &）所确定的流形相应于延拓群 $4 为不变的充要条

件是 4 是共形运动群，其基向量场 0 满足广义 0122134 方程（$），而在平坦流形 5& 中，它可归纳为方程

（#&）。证毕。

/ 共形运动群在共形黎曼空间中变为度规运动群的一个例子

最后我们可指出由定理 " ./，黎曼流形 9& 中度规运动群特征是亏数#( !，共形运动群特征是亏数

#( "，但在某些情况，这两个运动群会存在紧密联系，下面我们找出一个黎曼空间中的共形运动群在共

形于黎曼空间的空间中将变为度规运动群的例。

定义：如果黎曼空间 9& 和9$&的度规张量 7:!和7$:!在某个坐标系（":）中满足关系式

7$:!（"）% 5#$（ "）7:!（"） （/"）

则称9$&和 9& 是共形的。

今考察具有度规 6 ;# % ’（" $ )）6"# ’ 68# ’ 6 <# $ 6 )# （ ) % !） （/#）

的黎曼空间 9-，在空间 9- 中，广义 0122134 方程（$）为下列两个方程组

!!
#

!< $!!
/

!8 %!!
#

!8 ’!!
-

!) %!!
/

!) ’!!
-

!< % !

!!
#

!8 %!!
/

!< %!!
-

!) % "
#

{
"

（//）
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（! ! "）!!
!

!# !!!
"

!$ %（! ! "）!!
!

!& !!!
#

!$ %（! ! "）!!
!

!" ’!!
$

!$ % %

!!
!

!$ % !
"" ’ !

"（! ! "）!
{ $

（#$）

这里可求得方程（##）、（#$）的依赖于 & 个任意常数 (、)、*+（ + ’ !、"、#）的下列一般解（过程从略）。

!
! % !

" ($ ! *!，!
" % (# ! )& ! *"，!

# % (& ’ )# ! *#，!
$ % (（! ! "），" % "( （#&）

依次令 (、)、*+（ + ’ !，"，#）中一个为 !，而其余为 %。可得空间 ,$ 中具有 & 参数的共形运动群 -& 的李代

数的下列基

. % !!$，." % !!#，.# % !!&，.$ % & !
!# ’ # !

!&，.& % !
" $ !
!$ ! # !
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现我们令#’ )*（! + "）, !，那么具有度规

- /"" % 0"(- /" %（! ! "）’"（’（! ! "）-$" ’ -#" ’ - &" ! - ""） （#.）

的空间,"$，它共形于空间 ,$ 而对于度规1"+2（#.）和共形运动群 -& 的!+（#&）（ + ’ !，"，#，$），则易于验证它

们满足 /0))0*1 方程（#），因此，,$ 中的共形运动群 -& 在共形于 ,$ 的空间,"$中现在可转化为一度规运动

群。

参考文献：

［!］朱庆国 2黎曼流形中一类半线性方程的群分析［3］2数学杂志，"%%%，"%（$）：$&4 , $($2
［"］朱庆国 2真空 50*6780* 方程所容许的群及方程的局部不变解［3］2数学物理学报，!449，!9（增）：#& , $#2
［#］:;<!==/:; >;2 "?@**A;AB C=C#DE 1D$$8?8#%&’()*+@?C;=8=DB［F］2,-./01&22 =C@GC，!4.&2& , &"2
［$］H3?C#DG H I2 "?@*=JK A3A3#8=DK 1;DL8=DB［F］2 M>= NNN?，!4(42

!"# $%&’()’%* +, *"# -(+./ +, 0+*)+%1 )% 2)#3’%% 0’%),+45

O=H P0*1Q1DA
（M8?CR7L8*7 AS ;C60N TN08*N8 AS UC*NV8*1 W*6707D78 AS X8NV*A)A1@，30C*16D UC*NV8*1 ""$%%#，<V0*C）

671*(’8*：XV8 R868CRNV AS Y0LC** LC*0SA)-’6 7V8 1RAD? AS LA70A*6 06 C* 0L?AR7C*7 ZD8670A* AS 7V8 -0SS8R8*70C) 18AL87R@2 XV8 CR70N)8 67RCNQ
7DR86 C 1RAD? AS LA70A*6 CJAD7 7V8 -8S8N70[8 *DLJ8R " 0* Y08LC** LC*0SA)-2 W7 ?AR7RC086 Y08LC**’6 0*[CR0C*7 0* Y08LC**’6 LC*0SA)-
CJAD7 7V8 1RAD? AS LA70A*6 AS 7V8 1CD18，NA*SARLC) C*- -8S8N70[8 *DLJ8R J80*1 "2 \8 ?RA[8 7V8 7VR88 1RAD?6 AS LA70A*6 CJA[8 VC[0*1 7V8
0*[CR0C*7 2 XV8 1DC)07@ AS 68)S , NARR8)C70A* 06 J80*1 0* 7V8L J860-862 XV8 CR70N) 6VA]6 C* 0*78R8670*1 8KCL?)8 7VC7 7V8 NA*SARLC) 1RAD? AS
LA70A*6 0* Y08LC** T?CN8 J8NAL86 7V8 1CD18 1RAD? AS LA70A*6 0* NA*SARLC) 6?CN82
9#:;+(51：1CD18 1RAD? AS LA70A*6；NA*SARLC) 1RAD? AS LA70A*6；-8S8N70[8 *DLJ8R；0*[CR0C*7

·.#·第 #
#############################################################

期 朱庆国：黎曼流形中运动群不变量

万方数据


