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摘要：采用二分步法，从积分型方程出发，在有限控制体上建立守恒型差分格式，对二维浅水波方

程进行求解 (求解线性代数方程组采用矩阵标识法，提高了计算效率，特别适合于流域大尺度水流
的模拟 (计算网格采用无序编码方法，灵活方便 ( 算例表明，本方法能够模拟宽广湖泊一类大尺度
的二维水流 (
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二维流场的数值模拟研究由来已久，取得了十分丰富的成果 (数值模拟方法主要有三大类：有限差分法、
有限单元法和有限分析法 (其中有限差分法应用最为普遍 (常用的有限差分法有 -./法和剖开算子法，这些
方法又可分为显式和隐式两种格式 (显式方法编程简单，但稳定性受到 0123456数的限制，时步长较小，当地
形变化剧烈时，还会出现“轴化”现象，使计算结果违背物理规律 (采用隐式方法求解，将形成巨大的高阶方程
组，对于河道型的计算区域，由于有一个方向的尺度相对较小，可采用矩阵追赶法［#］求解 (但对于大范围的计
算区域，当两个方向的尺度都较大时，这种方法也难以实施 (特别是对于宽广的计算区域，通常采用显式的方
法 (剖开算子法求解使得方法简化，易于实现 (为保证计算的稳定性，可采用隐式的方法 (隐式方法首要问题
是采用高效的存储和简捷的求解 (本文试图探讨这种方法 (

! 基 本 方 程
描述二维水流运动的基本方程是浅水波方程：
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式中：%，’，"———平面坐标和时间；!———水位；)，*———流速；,———水深，, 7 ! 8 !2；!2———河床高程；$，
&———沿 % 和 ’ 方向的单宽流量，$ 7 ),，& 7 *,；-/———风应力系数；! ———风速的大小；1———柯氏力系
数；+———重力加速度；-———谢才系数 3
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将以上方程按物理性质剖分：

第一分步
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第二分步
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对于第一分步，其等价方程可写成：
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即流进控制体的动量之和等于控制体中的动量增量 5可视作在没有外力作用下的控制体中的动量守恒原理 5
对于第二分步，其等价方程可写成：
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采用数值方法对方程（(）线性化，可得
"2%! # 1（"!2%!） （)）

即
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式中：3———形成控制体四周的面积；37———控制体自由水面面积 5方程表示的是
考虑水为不可压缩，流进控制体的水量之和等于控制体的体积变化 5即控制体的
质量守恒原理 5

2 数 值 方 法
数值求解以上方程步骤为：由式（’）求出 "2 + ! 4"，由式（)）得出 "2 + !与 !2 + !

的线性表达式，代入式（!#）求得 !2 + !，由式（*）回代可得 &，( 5可见关键在式（’）

（!#）的求解 5应用有限控制体方法进行数值离散 5在式（’）中，.$
3
"（"" .

!""）·#&3 表示的是通过控制面的动量通量 5如图 !所示的单元 8 的控制体，
控制面为 0，9，:，;$条边 5以 0 边为例，通过该控制面的动量通量为
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式中函数取决于所采用的差分格式 !若对流项采用逆风格式，扩散项采用中心差分，于是有
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同理有
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对式（+）离散得 $ 分量的方程：
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将式（#)）代入式（#,），得
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因此，对每一个控制面计算动量通量，向对应的单元（控制体）叠加，形成以单元变量为基本未知量的代

数方程（#"）!每一个单元都可以建立这样的方程，由此形成一代数方程组，可唯一求解流速 $ !同理，对流速
6 亦有

.*（ 6*，62，6(，60，64）% ! （#+）

求解线性方程组（#"）（#+），可得 !4 - # -( !
对于方程（#!），可用类似的方法离散为
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将式（#/）代入式（#.），得
.（8*，8(，82，84，80）% ! （#0）

对每一个单元，都可建立式（#0）的方程 !对整个计算区域，形成以单元中心水位为基本未知量的线性代
数方程组，可唯一地求解 84 - #，由式（0）可求得 $4 - #，64 - # !
在建立方程式（#"）（#+）（#0）的过程中，可采用计算每一边的通量，向对应的单元叠加的方法形成 !这样

可使计算单元编码任意，无序化，方便灵活，易于扩充 !式（#/）以流量形式表达，与一维计算采用水位和流量
作为基本变量的表达形式相同，这样使得二维计算易于同一维计算耦合联解，有关方法将另文讨论 !

! 矩阵标识法
本文的求解方法，最终归结为式（#"）（#+）（#0）组成的高阶线性代数方程组的求解 !对于宽广的计算区

域，单元众多，方程组的阶数很高，是一个巨大的矩阵 !但是，该矩阵是高稀疏矩阵，方程组的求解效率决定着
方法的成败 !对于这一类方程组，可用高效的矩阵标识法［(］求解 !求解要点如下 !
对于方程 $% 1 & 的 234法计算公式为
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由于 $ 是高稀疏矩阵，非零元素很少 !按行将 $ 的非零元素依次排成一个元素序列｛>｝1｛>#，>(，⋯，
>5｝存放于一维系数数组 ?［# 5 5］!对应的元素列标排成序列｛@=｝1｛@=#，@=(，⋯，@=5｝，存放于标识代码数组

A=［# 5 5］，同时把每一行的第一个非零元素在 ? 中的序号排成序列｛B7｝1｛B7#，B7(，⋯，B74｝，存放于行代码
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指示数组 !"［! " #］，其中 $ 为矩阵 ! 的非零元素总个数，# 为矩阵 ! 的阶数 %因此，利用矩阵标识代码数组
&’，行代码指示数组 !" 和系数数组 (，可将式（#$）写成：

)* + ’" , !
!"（ " -!）,!

. + !"（ "），&’（ .）" "
/.#)&’
（ .）

)（0-!）
" + !)* -（! %$ ,!）)（ 0）

"

#)&’（ .） +
)（ 0）

&’（ .） &’（ .）1 "

)（ 0-!）
&’（ .） &’（ .）2{











"

（#!）

图 ! 西北风作用下的洪泽湖流场
"#$%! "&’( )*++,-. ’/ 0’.$1,23 4*5, 3.6,- .’-+2(,7+ (#.6

由此可见，采用矩阵标识法求解，完全可以避免零元素的运算 %采用合适的格式，矩阵 ! 为主对角占优，
迭代求解的收敛速度很快，从而使得求解代数方程组具有很高的效率 %
应该指出，采用这种方法求解方程组必须事先确定矩阵标识代码数组 &’，增加额外的工作量 %但是这些

工作是一次性的，相对于每个步长的方程组求解而言，可以忽略 %对于二维计算的动边界问题，不同的处理方
法会影响到本方法的效果，采用“冻结法”可以使本文的方法得到很好的效果 %

8 算 例

洪泽湖是淮河流域中最大的湖泊，它承转淮河上中游约 !% 万 &’# 的来水，在 !#() ’水位时水面面积

!*+% &’#，蓄水量 #,(%亿 ’,，是我国 *大淡水湖之一，是一个集调节淮河洪水，供给农田灌溉、航运、工业和
生活用水于一体，并结合发电、水产养殖等综合利用型湖泊 %由于湖面宽阔，风力作用产生环流，对湖水运动
有一定的影响，由于湖底浅平，垂向水流运动可以忽略，所以采用二维浅水方程模拟 %为了模拟洪泽湖的风生
环流，应用本文的方法，以 )$$’ - )$$’剖分网格，形成 %!.*个计算单元，在湖面水位 !*’、西北风作用的条
件下，进行模拟计算 %分别在 / 0 !)$和 /! 0 .$$计算机上运行一个时步长仅需 $(*% 1和 $($%% 1，可见对计
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算机没有什么要求，计算效率很高 !分别以 !"#$，%"#$，!&"#$和 !%"#$的时步长进行了计算，’种情况都可得
到稳定的结果，前三种情况的计算结果一致，!% "#$步长的计算结果显示了差别，说明非线性方程的线性化
处理对大步长情况会有误差 ! % "#$步长计算的流场如图 (所示，分析图中流场可见，在风力和地形的作用
下，风生流场的旋涡成对出现 !岸边流速的方向与风速同向，湖心的流速方向与风速相反，岸边的流速大于湖
心的流速，形成封闭的环流 !环流使得岸边与湖心产生水量交换，有利于湖水的净化 !北边的成子湖和洪泽湖
的交界处有一对旋涡，对两湖的水量交换起阻碍作用，风生环流对成子湖和洪泽湖的水量交换作用较小 !纵
观整个流场，流速分布合理 !

! 结 语

"# 本模型采用积分型方程的控制体积法，保证了质量和动量的守恒，使最基本的物理规律得到有效的
模拟 )

$# 模型采用矩阵标识法求解，单元编码可采用任意的无序编码，不影响计算工作量，可方便灵活地组织
资料 )方程以积分形式导出，可方便地同一维河道系统隐式连接，容易形成一、二维联解的耦合系统 )

%# 数值实验表明，本模型具有很好的稳定性，时步长不受 *+,-.$/数的限制 )为避免线性化处理的精度
损失，时步长不宜过大 )

&# 算例模拟计算风生环流的结果表明，本文的求解方法十分有效，能够反映实际，可适用于各种大尺度
系统的二维水流模拟 )
此外，采用矩形网格对边界的适应性较差，能否采用三角形网格，更好地适应固体边界，有待进一步

研究 )
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