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摘要：利用单位球的切片定义Ｂａｎａｃｈ空间的ω?ｄｒｏｐ凸性，证明ω?ｄｒｏｐ凸空间是ω?强光滑的对偶空间，并给出

ω?ｄｒｏｐ凸空间的一些性质．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｓｌｉｃｅ　ｏｆ　ｕｎｉｔ　ｂａｌｌ，ｗｅ　ｄｅｆｉｎｅω?ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘ　ｏｆ　Ｂａｎａｃｈ　ｓｐａｃｅ　ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ　ａｎｄ
ｃｏｎｃｉｓｅｌｙ．Ｗｅ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅω?ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘ　ｓｐａｃｅ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｄｕａｌｉｔｙ　ｏｆω?ｓｔｒｏｎｇ　ｓｍｏｏｔｈ　ｓｐａｃｅ　ａｎｄ
ｄｉｓｃｕｓｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅω?ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘ．Ａｔ　ｌａｓｔ，ｗｅ　ｄｉｓｃｕｓｓ　ｔｈｅω?ｓｔｒｏｎｇ　ｃｏｎｖｅｘ　ｉｎ　ｐｒｏｄｕｃｔ
ｓｐａｃｅ　ｌｐ（Ｘｉ）．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ω?ｄｒｏｐ　ｃｏｎｖｅｘ，ω?ｓｔｒｏｎｇ　ｓｍｏｏｔｈ，ｐｒｏｄｕｃｔ　ｓｐａｃｅ

　　２００４年魏文展等［１］提出ｋ?ｄｒｏｐ凸（ｋＤＣ）空间

的概念，并证明ｋ?ｄｒｏｐ凸是ｋ?强光滑的对偶空间．
之后，苏雅拉图［２］在２００７年讨论局部完全ｋ?光滑和

紧局部完全ｋ?光滑等性质．随着研究的进一步深入，

２０１２年乌日柴胡等［３］又提出ω?强光滑的概念，并讨

论ω?强光滑的一些性质，其中ω?强光滑是ω?强凸的

对偶空间．从上述研究可以看出，ω?强光滑空间具有

一定的 研 究 价 值．本 文 在 上 述 研 究 的 基 础 上 定 义

Ｂａｎａｃｈ空间的ω?ｄｒｏｐ凸，证明ω?ｄｒｏｐ凸空间是ω?
强光滑的对偶空间，并给出了ω?ｄｒｏｐ凸的一些性质．

１　 定义及引理

　　文中的记号Ｘ，Ｘｉ表示实Ｂａｎａｃｈ空间，Ｘ＊，Ｘｉ＊

表示Ｘ，Ｘｉ 的 共 轭 空 间．ｌｐ（Ｘｉ）＝ ｛ｘ＝ （ｘｉ）：ｘｉ ∈

Ｘｉ，∑
∞

ｉ＝１
‖ｘｉ‖ｐ＜∞，ｉ＝１，２，…｝．ｌｐ（Ｘｉ）中范数定

义为 ‖ｘ‖ ＝ （∑
∞

ｉ＝１
‖ｘｉ‖ｐ）

１
ｐ，可以证明，ｌｐ（Ｘｉ）也

是一个实Ｂａｎａｃｈ空间，其中ｌｑ（Ｘｉ＊）是ｌｐ（Ｘｉ）的共

轭空间（１
ｐ＋

１
ｑ ＝

１）．由于ｆ＝（ｆｉ）∈ｌｑ（Ｘ＊
ｉ ），ｘ＝

（ｘｉ）∈ｌｐ（Ｘｉ），所以ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）．

　　 以下是本文用到的一些符号：

　　Ｓ（Ｘ）＝ ｛ｘ∈Ｘ：‖ｘ‖ ＝１｝；∑（ｘ）＝ ｛ｆ∈
Ｓ（Ｘ＊）：ｆ（ｘ）＝ ‖ｘ‖｝；

　　Ｓ（Ｘ＊）＝｛ｆ∈Ｘ＊：‖ｆ‖＝１｝；∑（ｆ）＝｛ｘ
∈Ｓ（Ｘ）：ｆ（ｘ）＝ ‖ｆ‖｝；

　　Ｆ（ｆ，δ）＝ ｛ｘ∈Ｂ（Ｘ）：ｆ（ｘ）≥１－δ｝；
　　Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）＝

ｓｕｐ

ｆ（ｘ０） ｆ（ｘ１） … ｆ（ｘｋ）

ｆ１（ｘ０） ｆ１（ｘ１） … ｆ１（ｘｋ）

ｆ２（ｘ０） ｆ２（ｘ１） … ｆ２（ｘｋ）

   

ｆｋ（ｘ０） ｆｋ（ｘ１） … ｆｋ（ｘｋ）

ｆ，ｆｉ∈Ｓ（Ｘ＊）

１≤ｉ≤烅

烄

烆

烍

烌

烎

ｋ
．

若把Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）的第一行换成（１，１，…，１），则

把它记为Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）．
　　 定义１　 称Ｘ为ω?ｄｒｏｐ凸（ωＤＣ），若对任意的

ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），｛ｘｎｉ｝｛ｘｎ｝
∞
ｎ＝１Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，ｋ，

使得ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ成

立，则｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．
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　　定义２［１］　称Ｘ为ｋ?ｄｒｏｐ凸（ｋＤＣ），若对ε＞
０，ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），δ＞０，当｛ｘｉ｝Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，

ｋ且满足ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＞ｋ＋１－δ时，有Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，

ｘｋ）＜ε．

　　 定义３［３］　称Ｘ为ω?强光滑，若对任意的ｆ０∈

Ｓ（Ｘ＊），ｘ∈∑（ｆ０），｛ｆｎｉ｝｛ｆｎ｝∞ｎ＝１Ｓ（Ｘ＊），ｉ＝

１，…，ｋ，使得ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｆ０＋ｆｎ１＋…＋ｆｎｋ）（ｘ）＝ｋ＋１，ｋ

∈Ｎ 成立，则｛ｆｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．

　　注　定义３与下面的描述等价：若对任意的ｘ∈
Ｓ（Ｘ），｛ｆｎｉ｝ ｛ｆｎ｝

∞
ｎ＝１ Ｓ（Ｘ＊），ｉ＝０，１，…，ｋ，使

得ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｆｎ０＋ｆｎ１＋…＋ｆｎｋ）（ｘ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ成

立，则｛ｆｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．

　　 证 明 　 必 要 性．对 ｘ ∈ Ｓ（Ｘ），｛ｆｎｉ｝
｛ｆｎ｝∞ｎ＝１Ｓ（Ｘ＊），ｉ＝０，１，…，ｋ，由于ｆｎ０（ｘ）→１，又
根据Ａｌａｏｇｌｕ定理知：｛ｆｎ０｝是弱＊ 紧的，所以存在｛ｎ｝

的子列｛ｎｋ｝（这里仍记为｛ｎ｝），使得ω＊?ｌｉｍ
ｎ
ｆｎ０（ｘ）＝

ｆ０（ｘ），ｆ０ ∈Σ（ｘ）．故｛ｆｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．

　　 充分性是显然的．

　　 定义４［４］　 称Ｘ 为ω?强凸，若对任意的ｘ０ ∈

Ｓ（Ｘ），ｆ∈∑（ｘ０），｛ｘｎｉ｝｛ｘｎ｝∞ｎ＝１Ｓ（Ｘ），ｉ＝１，
２，…，ｋ，使得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｘ０＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ

∈Ｎ 成立，则｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．

　　定义５［５］　设Ｘ，Ｙ是线性赋范空间，Ｔ是Ｘ到Ｙ
的连续线 性 算 子，定 义Ｔ＊：Ｙ＊ → Ｘ＊，（Ｔ＊ｙ＊）（ｘ）

＝ｙ＊（Ｔｘ），ｙ＊ ∈Ｙ＊．

　　 引理１［５］　令映射π：Ｘ→Ｘ／Ｍ，Ｍ是Ｘ的闭线

性子空间，为π（ｘ）＝［ｘ］，且称π是商映射，则π为连

续线性算子．

　　 引理２［６］　 若存在紧集ＣＸ，｛ｘｎ｝Ｘ，使得

对所有的ｎ都有ｄ（ｘｎ，Ｃ）＜ε，则存在子序列｛ｘｎｌ｝
｛ｘｎ｝，使得 ‖ｘｎｌ －ｘｎｋ‖ ＜２ε．

　　 引理３［７］　设π：Ｘ→Ｘ／Ｍ是商映射，Ｍ是Ｘ的

闭线性子空间，则π是共轭算子π＊：（Ｘ／Ｍ）＊ →Ｍ０

的等距同构．其中Ｍ０＝｛ｘ＊ ∈Ｘ＊：ｘ＊（ｘ）＝０，ｘ∈
Ｍ｝．
　　 引理４［８］　设ｘ＝（ｘｉ）∈ｌｐ（Ｘｉ），ｘｎ＝（ｘｉｎ）∈
ｌｐ（Ｘｉ），１＜ｐ＜∞，那么在ｌｐ（Ｘｉ）中ｘｎ→ｘ，当且仅

当以下条 件 成 立：（１）对 每 个ｉ，在Ｘｉ 中ｘｉｎ →ｘｉ．
（２）‖ｘｎ‖ → ‖ｘ‖，对一切ｎ有

　　（∑
∞

ｉ＝１
‖ｘｉｎ ‖）１／ｐ → （∑

∞

ｉ＝１
‖ｘｉ‖）１／ｐ．

　　 引理５［９］　Ｘ是ｋＤＣ的充分必要条件是，对 ε

＞０，ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），δ＞０，当｛ｘｉ｝Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，

…，ｋ且满足ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０ｘｉ）＞ｋ＋１－δ时，有Ａ（ｘ０，ｘ１，

…，ｘｋ）＜ε．

２　 主要结果

　　 定理１　若Ｘ是ω?强凸，Ｍ是Ｘ 的自反闭子空

间，则Ｘ／Ｍ 也是ω?强凸．

　　 证明 　 若［ｘ］∈Ｓ（Ｘ／Ｍ），［ｘｎ］∈Ｓ（Ｘ／Ｍ），ｆ

∈Ｓ（（Ｘ／Ｍ）＊），ｆ（［ｘ］）＝１．由于Ｍ 是Ｘ 的自反闭

子空间，所以存在［ｙ］，使得 ‖ｙ‖ ＝ ‖［ｘ］‖ ＝１，
［ｙ］＝ ［ｘ］；同 样 也 存 在 ［ｙｎ］，使 得 ‖ｙｎ‖ ＝
‖［ｘｎ］‖ ＝１，且［ｙｎ］＝ ［ｘｎ］．即ｙ∈Ｓ（Ｘ），ｙｎ ∈
Ｓ（Ｘ）．令π：Ｘ→Ｘ／Ｍ 是商映射，则 ‖π‖ ＝１（事实

上，显然‖π（ｘ）‖≤‖ｘ‖，故‖π‖≤１）．又假设ｘ

Ｍ，根据Ｈａｈｎ－Ｂａｎａｃｈ定理知：ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），使

ｆ（ｘ）≠０，ｆ（ｙ）＝０，ｙ∈Ｍ．任取ｚ∈Ｓ（Ｘ），则ｆ（ｚ）

＝１－ε．对任意ε＞０，有 ‖ｚ－ｙ‖ ≥ｆ（ｚ－ｙ）＝１
－ε，ｙ∈Ｍ，故 ‖π（ｚ）‖ ≥１－ε，从而 ‖π‖ ≥１－
ε，即 ‖π‖ ＝１，由定义５，引理１，引理３知，π＊ 建立

了（Ｘ／Ｍ）＊ 与 Ｍ０ 之 间 的 等 距 同 构．然 而 对 于ｆ∈
Ｓ（（Ｘ／Ｍ）＊），ｆ（［ｘ］）＝ １， 有 π＊ｆ ∈ Ｓ（Ｘ＊），

π＊ｆ（ｙ）＝ｆ（［ｙ］）＝ｆ（ｘ）＝１．因此还有

　　π＊ｆ（ｙ＋∑
ｋ

ｉ＝１ｙ
ｉ
ｎ）＝ｆ（［ｙ＋∑

ｋ

ｉ＝１ｙ
ｉ
ｎ］）＝

ｆ（［ｙ］＋∑
ｋ

ｉ＝１
［ｙｉｎ］）＝ｆ（［ｘ］＋∑

ｋ

ｉ＝１
［ｘｉｎ］）＝

ｆ（［ｘ＋∑
ｋ

ｉ＝１ｘ
ｉ
ｎ］）＝ｋ＋１．

又因为Ｘ是ω?强凸，所以｛ｙｎ｝是相对紧集，即存在

｛ｙｎ｝的子列｛ｙ′ｎ｝，使得ｙ′ｎ →ｙ，ｙ∈Ｘ．故对任意的

ε＞０，当ｎ＞ Ｎ 时 有 ‖ｙ′ｎ －ｙ‖ ＜ε．‖［ｙ′ｎ］－
［ｙ］‖＝‖［ｙ′ｎ－ｙ］‖≤‖ｙ′ｎ－ｙ‖＜ε，｛［ｙ′ｎ］｝是

相对紧集，而｛［ｙ′ｎ］｝ ｛［ｘｎ］｝，则｛［ｘｎ］｝是相 对 紧

集．所以Ｘ／Ｍ 是ω?强凸．
　　推论１　若Ｘ是ωＤＣ，Ｍ是Ｘ的自反闭子空间，
则Ｘ／Ｍ 也是ωＤＣ．
　　定理２　（１）Ｘ是ｋＤＣ的充分必要条件是，对ε
＞０，ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），δ＞０，当ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ ∈Ｓ（Ｘ）
且ｄ（ｘｉ＋１，ｓｐａｎ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｉ））≥ε，０≤ｉ＜ｋ时，有

ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）≤ｋ＋１－δ．

　　（２）若Ｘ是ｋＤＣ，则Ｘ是ωＤＣ．
　　 证明 　（１）必要性．若 ε＞０，ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），当
｛ｘｉ｝Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，ｋ，ｄ（ｘｌ＋１，ｓｐａｎ（ｘ０，ｘ１，…，

ｘｌ））＝ｄｌ＋１ ≥ε，０≤ｉ＜ｋ时，有ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＞ｋ＋１

４０１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１３



－１ｎ．
由文献［１０］知Ｂ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）≥ｄ１…ｄｋ ≥

εｋ．故Ｘ不是ｋＤＣ．从而和已知相矛盾．
　　充分性．若Ｘ不是ｋＤＣ，则由引理５知，ε＞０，

ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），｛ｘｉ｝Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，ｋ，使得ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０

ｘｉ）＞ｋ＋１－１ｎ
，ｎ∈Ｎ，但是Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ）≥ε．

因 ｓｐａｎ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｌ）有 限 维， 故 存 在 ｙｌ＋１ ∈
ｓｐａｎ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｌ），使得ｄｌ＝ｄ（ｘｌ，ｓｐａｎ（ｘ０，ｘ１，…，

ｘｌ））＝ ‖ｘｌ＋１－ｙｌ＋１‖．由行列式性质可得：

　　ε ≤ Ａ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｋ） ≤ （ｋ ＋ １）！‖ｘ１ －
ｙ１‖…‖ｘｌ－ｙｌ‖，
故ｄｌ≥ε０（１≤ｌ≤ｋ，ｎ∈Ｎ，ε０ ＝ｉｎｆ

ｎ
ｍｉｎ
１≤ｌ≤ｋ

ｄｌ），而

ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｉ）＞ｋ＋１－１ｎ →ｋ＋１．

得出矛盾．

　　（２）若Ｘ不是ωＤＣ，则存在ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），｛ｘｎｉ｝
｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，ｋ，使得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１

＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ．但由于｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 不是相

对紧集．由文献［１１］中的引理２知，存在ε＞０，使得

ｄ（ｘｎｌ＋１，ｓｐａｎ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｌ））≥ε，０≤ｌ＜ｋ时，有

ｆ（∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎｉ）＞ｋ＋１－

１
ｎ．

故Ｘ不是ｋＤＣ．

　　 定理３　（１）若Ｘ＊ 是ωＤＣ，则Ｘ是ω?强光滑．
（２）若Ｘ＊ 是ω?强光滑，则Ｘ是ωＤＣ．
　　 证明 　（１）对 ｛ｆｎｉ｝ ｛ｆｎ｝Ｓ（Ｘ

＊），ｘ∈
Ｓ（Ｘ），ｉ＝０，１，…，ｋ，有ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｆｎ０＋ｆｎ１＋…＋ｆｎｋ）（ｘ）

＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ．而Ｓ（Ｘ）Ｓ（Ｘ＊＊），所以

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｘ）（ｆｎ０＋ｆｎ１＋…＋ｆｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ．又因

为Ｘ＊ 是ωＤＣ，所以｛ｆｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．故Ｘ 是ω?
强光滑．（２）对｛ｘｎｉ｝｛ｘｎ｝Ｓ（Ｘ），ｆ∈Ｓ（Ｘ

＊），

ｉ＝０，１，…，ｋ，有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，

ｋ∈Ｎ．而Ｓ（Ｘ）Ｓ（Ｘ＊＊），所以ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｘｎ０＋

ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）（ｆ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ．又因为Ｘ＊ 是

ω?强光滑，所以｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 是相对紧集．故Ｘ是ωＤＣ．
　　 推论２　 若Ｘ是自反的，那么Ｘ是ωＤＣ的充分

必要条件是Ｘ＊ 是ω?强光滑的．
　　 证明　由定理４和Ｘ是自反的知，推论２成立．
　　 定理４　Ｘ是ωＤＣ的充分必要条件是，ε＞０，

ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），δ＞０及紧集ＣＸ，使得Ｆ（ｆ，δ）
｛ｙ∈Ｘ；ｄ（ｙ，Ｃ）＜ε｝．
　　证明　必要性．对ε＞０，ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），任意紧

集ＣＸ，但Ｆ（ｆ，δ）｛ｙ∈Ｘ；ｄ（ｙ，Ｃ）＜ε｝，取ｘｎ０

∈Ｆ（ｆ，１ｎ
）．若令Ｃ０＝｛ｙ∈ｓｐａｎ（ｘｎ０）；‖ｙ‖≤３｝，

则Ｃ０是一维紧集．因为Ｆ（ｆ，δ）｛ｙ∈Ｘ；ｄ（ｙ，Ｃ）＜

ε｝，故存在ｘｎ１ ∈Ｆ（ｆ，
１
ｎ
），且满足ｄ（ｘｎ１，ｓｐａｎ（ｘｎ０））

＝ｄ（ｘｎ１，Ｃ０）≥ε．令Ｃ１ ＝ ｛ｙ ∈ｓｐａｎ（ｘｎ０，ｘｎ１）；

‖ｙ‖≤３｝，而Ｆ（ｆ，δ）｛ｙ∈ｓｐａｎ（ｘｎ０，ｘｎ１）；ｄ（ｙ，

Ｃ１）＜ε｝，故存在ｘｎ２ ∈Ｆ（ｆ，
１
ｎ
），且满足ｄ（ｘｎ２，Ｃ１）

≥ε．依次推 理 可 得：ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ ∈Ｆ（ｆ，
１
ｎ
）．但

是 ｄｉ ＝ ｄ（ｘｎｉ，ｓｐａｎ（ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｉ－１））＝ ｄ（ｘｎｉ，

Ｃｉ－１）≥ε，１≤ｉ≤ｋ．又由于ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｋ ∈Ｆ（ｆ，

１
ｎ
），那么ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ∈

Ｎ．这与Ｘ是ωＤＣ矛盾．

　　 充分性．若Ｘ 不 是ωＤＣ，则 存 在ｆ∈Ｓ（Ｘ＊），
｛ｘｎｉ｝ ｛ｘｎ｝∞ｎ＝１  Ｓ（Ｘ），ｉ ＝ ０，１，…，ｋ，满 足

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０ ＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋１，ｋ∈Ｎ，但｛ｘｎ｝

不 是相对紧集．由于ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１＋…＋ｘｎｋ）＝ｋ＋

１，ｋ∈Ｎ，那么存在δ＝ １２ｎ
，使ｆ（ｘｎ０＋ｘｎ１＋…＋

ｘｎｋ）＞ｋ＋１－
１
２ｎ
，从而有ｆ（ｘｎｉ）＞１－

１
２ｎ
，ｉ＝０，１，

…，ｋ．（否则ｆ（ｘｎｉ）≤１－
１
２ｎ
，则ｆ（ｘｎ０＋…＋ｘｎｉ－１＋

ｘｎｉ＋１ ＋…＋ｘｎｋ）＞ｋ，但｜ｆ（ｘｎ０＋…＋ｘｎｉ－１＋ｘｎｉ＋１＋
…＋ｘｎｋ）｜≤ ‖ｆ‖‖ｘｎ０＋…＋ｘｎｉ－１＋ｘｎｉ＋１＋…＋
ｘｎｋ‖ ≤ｋ．矛盾）．由引理２知，存在 子 序 列｛ｘ′ｎｌ｝
｛ｘｎｌ｝（这里的子序列仍记为｛ｘｎｌ｝），使 ‖ｘｎｋ －ｘｎｌ‖

＜２１２ｎ＝
１
ｎ．

由 对 角 线 法 得｛ｘｎｌ｝的 基 本 子 列，则

｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 是 相 对 紧 集．这 与｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ 不 是 相 对 紧 集

矛盾．

　　 定 理５　 设 Ｂａｎａｃｈ空 间 Ｘｉ 是ω?强 凸，则

ｌｐ（Ｘｉ），１＜ｐ＜ ∞ 也是ω?强凸．

　　 证明　设Ｘｌｐ（Ｘｉ），１＜ｐ＜∞，ｘ＝（ｘｉ）∈
Ｓ（Ｘ），ｘｎ ＝ （ｘｉｎ）∈Ｓ（Ｘ），ｉ＝１，２，…

　　（１）若ｘｉ＝０，则可取ｆｉ＝０．

　　（２）若ｘｉ≠０，则有 ｘｉ
‖ｘｉ‖ ∈

Ｓ（Ｘｉ）．根据Ｈａｈｎ

－Ｂａｎａｃｈ定理知，存在ｆｉ∈Ｓ（Ｘ＊
ｉ ），使ｆｉ（ ｘｉ‖ｘｉ‖

）＝

１．若令ｆ＝（‖ｘｉ‖ｐ－１　ｆｉ），则有‖ｆ‖ｑ ＝１，ｆ（ｘ）＝

１，因 此ｆ ∈ ∑（ｘ）．由 于ｆ（ｘｎ０）→ １，令ａ ＝

（‖ｘｉ‖），ｂ＝ （‖ｘｉｎ０‖），ｃ＝ （ｆｉ（‖ｘｉｎ０‖）），ｇ ＝
（‖ｘｉ‖ｐ－１），则ａ，ｂ，ｃ，∈ｌｐ，‖ａ‖ ＝ ‖ｘ‖ｐ ＝１，ｇ
∈ｌｑ 且‖ｇ‖＝１，‖ｂ‖≤１，ｇ（ｃ）＝ｆ（ｘｎ０）→１＝
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ｇ（ａ）．易证‖ａ＋ｃ‖→２，‖ａ＋ｂ‖＝（∑
∞

ｉ＝１

（‖ｘｉｎ０‖

＋‖ｘｉ‖）ｐ）
１
ｐ ≥ （∑

∞

ｉ＝１

（ｆ（ｘｉｎ０）＋‖ｘｉ‖）
ｐ）１ｐ ＝‖ａ＋

ｃ‖．故有 ‖ａ＋ｂ‖ →２．因为ｌｐ 是一致凸，则有ｂ→
ａ，ｃ→ａ，即

　　ｆｉ（ｘｉｎ０）→ ‖ｘｉ‖，‖ｘ
ｉ
ｎ０‖ → ‖ｘｉ‖． （１）

　　１）若ｘｉ ≠０，则ｆｉ（
ｘｉｎ０
‖ｘｉｎ０‖

）→１．类 似 可 证

ｆｉ（
ｘｉｎｊ
‖ｘｎｊ

ｉ‖
）→ １，ｊ ＝ ０，１，…，ｋ． 故 有 ｆｉ（∑

ｋ

ｊ＝０

ｘｉｎｊ
‖ｘｉｎｊ‖

）→ｋ＋１．而Ｘｉ是ω?强凸，所以｛ ｘ
ｉ
ｎ

‖ｘｉｎ‖
｝是

相对 紧 集．因 此 有 ｘｉｎ
‖ｘｉｎ‖ →

ｘｉ
‖ｘｉ‖

．由（１）式 得

ｘｉｎ →ｘｉ．

　　２）若ｘｉ＝０，显然 ｘｉｎ
‖ｘｉｎ‖→

ｘｉ
‖ｘｉ‖

成立．由引理

４知ｘｎ→ｘ．所以｛ｘｎ｝是相当紧集，即ｌｐ（Ｘｉ）是ω?强

凸的．
　　 例１　 存在一个无穷维Ｘ是ωＤＣ，但Ｘ不是

（ｋ－１）ＤＣ．
　　 证明 　 设ｋ≥２，ｋ∈Ｎ＋，ｉ１＜ｉ２＜ … ＜ｉｋ．对
每一个ｘ＝ （ａ１，ａ２，…）∈ｌ２，令

　　‖ｘ‖２ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ （∑
ｋ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜）２＋ ∑

ｉ≠ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ

ａ２ｉ．

由文 献［１２］知，ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ （ｌ
２，‖·‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ）是

ｋＵＲ，从而Ｘ是ｋＤＣ．由定理２知，Ｘ是ωＤＣ，但Ｘ不

是（ｋ－１）ＤＣ．令ｅｉｊ＝（０，０，…，
烐烏 烑
１

ｉ

，０，…），ｊ＝１，２，…，

ｋ，则 ‖ｅｉｊ‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝１，ｊ＝１，２，…，ｋ，而且｛ｅｉｊ｝ｋｊ＝１

是线性无关的，∑
ｋ

ｊ＝１
‖ｅｉｊ‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ｋ，故ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 不

是（ｋ－１）严格凸，因而ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 不是（ｋ－１）ＤＣ．
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Ｙ２ 的密度函数为

　　ｇ２（ｙ２）＝∫
＋!

－!
ｇ（ｙ１，ｙ２）ｄｙ１ ＝１６ｎ（ｎ－

１）∑
ｎ－２

ｋ＝０
∑
ｋ＋１

ｊ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
ｋ＋１（ ）ｊ

２ｋ（ｋ－ｊ＋２）！
θｊ＋１（２ｎ）ｋ－ｊ＋３

·

ｙｊ２ｅ－
２（ｎ－１）ｙ２

θ ，ｙ２ ≥０．
　　 由 于ｇ（ｙ１，ｙ２）≠ｇ１（ｙ１）ｇ２（ｙ２），且ｇ１（ｙ１）与

ｇ２（ｙ２）的密度函数不相同，所以Ｘ（１）与Ｘ（２）－Ｘ（１）不

独立，且不同分布．
　　推论　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，且都服从

（１）式的艾拉姆咖分布，Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ） 为其次序

统计量，则其次序统计量的间隔Ｘ（１），Ｘ（２）－Ｘ（１），…，

Ｘ（ｎ）－Ｘ（ｎ－１）不独立，且不同分布．
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