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摘要：运用微分方程的基本理论，讨论一类具有Ａｌｌｅｅ效应和避难所的食饵与捕食模型，证明解的有界性，分析系

统奇点的存在性和稳定性，得到系统极限环存在和无环的充分条件．
关键词：Ａｌｌｅｅ效应　避难所　全局渐近稳定　极限环　食饵与捕食模型

中图法分类号：Ｏ１７５．１　　文献标识码：Ａ　　文章编号：１００５－９１６４（２０１２）０１－００４４－０２

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　Ａｌｌｅｅ　ｅｆｆｅｃｔ　ａｎｄ　ａ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｐｒｅｙ　ｒｅｆｕｇｅ　ｗａｓ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ　ｉｎ
ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ．Ｔｈｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｗａｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｂａｓｉｃ　ｔｈｅ－
ｏｒｙ　ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａｍ　ｐｏｉｎｔ　ｗｅｒｅ　ａｎａｌｙｚｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ，

ｓｏｍｅ　ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｎｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｗｅｒｅ　ｏｂ－
ｔａｉｎｅｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ａｌｌｅｅ　ｅｆｆｅｃｔ，ｒｅｆｕｇｅ，ｇｌｏｂａｌ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ，ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ，ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ｍｏｄｅｌ

　　在生物系统中，Ａｌｌｅｅ效应是一种普遍现象，它描

述种群的低密度对生育水平的影响，说明如果人们不

保护密度较小的珍稀动物，即使它们不被捕杀，也会

灭绝．这是对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型的合理修正．文献［１］分析

系统：ｘ′＝ｒｘ（１－ｘｒ
）（１－Ａ＋ｃｘ＋ｃ

）－ｍｘｙ，

ｙ′＝ｅｍｘｙ－ｄｙ。 本文研究另一类同时具有Ａｌｌｅｅ效

应和避难所的捕食系统。

１　模型的性质

　　具有Ａｌｅｅ效应和避难所的食饵与捕食系统：

　　
ｘ′＝ｒ（１－ｘｋ

）（ｘ－Ｌ）ｘ－ｈ（ｘ－ｍ）ｎｙ，

ｙ′＝ｙ（－ｄ＋ｃｈ（ｘ－ｍ）ｎ），０＜ｎ≤１
烅
烄

烆 ．
（１）

其中，ｒ是食饵的内禀增长率；ｋ是食饵种群的环境

容纳量，Ｌ 是 该 种 群 能 够 存 活 的 最 小 种 群 密 度；ｈ
（ｘ－ｍ）ｎ 是功能反应函数，ｍ 是食饵的避难所的最

大容纳量．ｒ，ｋ，Ｌ，ｈ，ｄ，ｃ都 是 具 有 生 态 学 意 义 的 正

参数．
　　设Ｍ０＝ （ｘ，ｙ）｜ｘ＞ｍ，ｙ＞｛ ｝０ ，且０≤Ｌ＜ｋ．

在（１）式中，令ｘ
－

＝ｘ－ｍ，ｙ
－

＝ｈｙ，ｘ
－
，ｙ
－

仍记为ｘ，ｙ，则
（１）式转化为：

　　

ｘ′＝α（ｘ＋ｍ）（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋ｍ－Ｌ）－
　　ｘｎｙ，０＜ｎ≤１，

ｙ′＝ｙ（－ｄ＋βｘ
ｎ）

烅
烄

烆 ．

（２）

其中α＝ｒｋ ＞０
，β＝ｃｈ＞０．则Ｍ＝｛（ｘ，ｙ）ｘ＞０，ｙ

＞０｝，根据生态意义，在Ｍ 上讨论该系统．
　　定义函数（ｘ）＝（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋ｍ－Ｌ）＝
－ｘ２＋（ｋ－２ｍ＋Ｌ）ｘ＋（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ），（ｘ）＝０
的判别式Δ＝ｋ２＋Ｌ２－２ｋＬ＝（ｋ－Ｌ）２，又０≤Ｌ＜
ｋ，则Δ＝（ｋ－Ｌ）２ ＞０．
　　若（０）＝（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＞０，那么（ｘ）只有
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唯一的正根ｘ０＝ｋ－ｍ．因此，如果Ｌ＜ｍ＜ｋ，系统

（２）至 多 有 两 个 非 负 奇 点，其 中，Ｅ０ ＝ （ｘ０，０），

Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊），ｘ＊ ＝（ｄ
β
）１ｎ，ｙ＊ ＝α

（ｘ＊ ＋ｍ）φ（ｘ＊）
ｘｎ＊

，

则当

　　Ｌ－（ｄ
β
）１ｎ ＜ｍ＜ｋ－（ｄ

β
）１ｎ，Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是唯

一的非负奇点．
　　在下面的分析中，均假设Ｌ＜ｍ＜ｋ．
　　定理１．１　如果ｌｉｍ

ｘ→＋"
ｆ（ｘ）＝－"，则系统（２）的满

足初始条件ｍ（０）∈Ｍ 的正解是最终有界的．
　　证明　令ｍ（ｔ）＝βｘ（ｔ）＋ｙ（ｔ），ｔ≥０，因 为

ｍ′（ｔ）＝βｘ
′（ｔ）＋ｙ′（ｔ）＝αβ（ｘ＋ｍ）（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋

ｍ－Ｌ）＋βｄｘ－ｄ（ｙ＋βｘ）且ｌｉｍ
ｘ→＋"
ｆ（ｘ）＝－"，设ｆ（ｘ）

＝αβ（ｘ＋ｍ）（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋ｍ－Ｌ）＋βｄｘ，则正

常数ｌ＞０，使ｆ（ｘ）≤ｌ，ｘ∈ ［０，＋"），有ｍ′（ｔ）≤
ｌ－ｄｍ（ｔ），即ｍ′（ｔ）＋ｄｍ（ｔ）≤ｌ，则由比较原理和常

数变易法得

　　０＜ｍ（ｔ）＜ ｌｄ
（１－ｅ－ｄｔ）＋ｍ（０）ｅ－ｄ ，

当ｔ→＋"时，得０＜ｍ（ｔ）＜ ｌｄ ．
所以系统（２）满足

ｍ（０）∈Ｍ 的解是最终有界的．

２　奇点的性态分析

　　定理２．１　（Ⅰ）若ｍ＞ｋ－（ｄ
β
）１ｎ，那么Ｅ０ 是稳

定的结点或焦点；若０＜ｍ＜ｋ－（ｄ
β
）１ｎ ，则Ｅ０ 是鞍

点．（Ⅱ）当Ｌ－（ｄ
β
）１ｎ ＜ｍ ＜ｋ－（ｄ

β
）１ｎ 时，①λ＜

０（＞０）时，Ｅ＊ 是稳定（不稳定）的结点或焦点；②λ
＝０时，Ｅ＊ 是中心型奇点．
　　证明　（Ⅰ）系统（２）在Ｅ０ 处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵是

　　Ｊ（Ｅ０）＝
－αｋ（ｋ－Ｌ） －（ｋ－ｍ）ｎ

０ －ｄ＋β（ｋ－ｍ）
熿
燀

燄
燅ｎ
，

又－αｋ（ｋ－Ｌ）＜０，则当ｍ＞ｋ－（ｄ
β
）１ｎ 时，－ｄ＋

β（ｋ－ｍ）
ｎ ＜０，即Ｅ０ 是稳定的结点或焦点．

当０＜ｍ＜ｋ－（ｄ
β
）１ｎ 时，－ｄ＋β（ｋ－ｍ）

ｎ＞０，即

Ｅ０ 是鞍点．
　　（Ⅱ）系统（２）在Ｅ＊ 处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

　　Ｊ（Ｅ＊）＝
ｆ（ｘ＊，ｙ＊） －ｘｎ＊
ｎβｘ

ｎ－１
＊ ｙ＊ －ｄ＋βｘ

ｎ［ ］＊ ，

其中ｆ（ｘ＊，ｙ＊）＝αｘ＊
｛（ｎ－３）ｘ３＊ ＋（２－ｎ）（ｋ－

３ｍ＋Ｌ）ｘ２＊ ＋（１－ｎ）［（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋（ｋ－２ｍ＋
Ｌ）］ｘ＊ －ｍｎ（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）｝．
　　 令λ＝（ｎ－３）ｘ３＊ ＋（２－ｎ）（ｋ－３ｍ＋Ｌ）ｘ２＊ ＋
（１－ｎ）［（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋（ｋ－２ｍ＋Ｌ）］ｘ＊－ｍｎ（ｍ
－Ｌ）（ｋ－ｍ），显 然 ＤｅｔＪ（Ｅ＊）＝ｎβｘ

２ｎ－１
＊ ｙ＊ ＞０，

ｔｒＪ（Ｅ＊）＝αλ／ｘ＊ ，则当λ＜０（＞０）时，Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）
是稳定（不稳定）的焦点或结点；当λ＝０时，Ｅ＊（ｘ＊，

ｙ＊）是中心型奇点．

　　定理２．２　若ｍ＞ｋ－（ｄ
β
）１ｎ ，则Ｅ０ 是全局渐近

稳定的．

　　证明：若ｍ＞ｋ－（ｄ
β
）１ｎ ，则Ｅ０ 是系统（２）的唯

一非负奇点．如果系统（２）在Ｍ 内有闭轨，则Ｅ０ 在闭

轨内部，因此闭轨必与轨线ｙ＝０相交，这与轨线的不

相交性矛盾，所以当ｍ＞ｋ－（ｄ
β
）１ｎ 时，系统（２）不存

在极限环，则Ｅ０ 是全局渐近稳定的结点．
　　定理２．３　如果下列条件成立：

　　（Ⅰ）Ｌ－ ｄ（ ）β
１
ｎ

＜ｍ＜ｋ－
ｄ（ ）β

１
ｎ
，

　　（Ⅱ）λ＜０，
则系统（２）在Ｍ 内不存在极限环，且Ｅ＊ 是全局渐近

稳定的．
　　证明：取Ｄｕｌａｃ函数Ｂ（ｘ，ｙ）＝ｘ－ｎ－１　ｙｒ，则

　　ｒ＝ α
ｄ－β（ｎ＋１）ｘ

ｎ
＊

｛３（ｎ－３）ｘ２＊）＋２（２－

ｎ）（ｋ－３ｍ＋Ｌ）ｘ＊ ＋（１－ｎ）［（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋
ｍ（ｋ－２ｍ＋Ｌ）］｝－１，

则（ＢＰ）
ｘ ＋

（ＢＱ）
ｙ ＝αｘ－ｎ－１　ｙｒ｛ （ｎ－３）ｘ３＋（２－

ｎ）（ｋ－３ｍ＋Ｌ）ｘ２＋（１－ｎ）［（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋
ｍ（ｋ－２ｍ＋Ｌ）ｘ］－ｍｎ（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋
ｒ＋１
α
（βｘ

ｎ＋１－ｄｘ）｝＝αＢ（ｘ，ｙ）φ（ｘ），

有φ（ｘ＊）＝λ＜０，而φ
′（ｘ）＝３（ｎ－３）ｘ２＋２（２－

ｎ）（ｋ－３ｍ＋Ｌ）ｘ＋（１－ｎ）［（ｍ－Ｌ）（ｋ－ｍ）＋

ｍ（ｋ－２ｍ＋Ｌ）］＋ｒ＋１α
［β（ｎ＋１）ｘ

ｎ－ｄ］，

则φ
′（ｘ＊）＝０，当０＜ｘ＜ｘ＊ 时，φ

′（ｘ＊）＞０；当ｘ

＞ｘ＊ 时，φ
′（ｘ＊）＜０，因此，φ（ｘ）＜０．所以，当λ＜

０时，ｘ＞０，都有（ＢＰ）
ｘ ＋

（ＢＱ）
ｙ ＜０．

　　则系统（２）在 Ｍ 内 不 存 在 极 限 环，又 因 为 系 统

（２）是有界的，Ｅ＊ 是局部渐近稳定的，所以Ｅ＊ 在Ｍ
内是全局渐近稳定的．

（下转第４９页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｏｎ　ｐａｇｅ　４９）　　
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若 μ∈ ［０，１］，使０∈ｈμ（Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ），即有ｖ＝
（ｈ１，ｈ２）∈Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ，使ｈμ（ｖ）＝０．从而

　　
珔ａ－珔ｂｅｈ１－μ珋ｅｇ（ｅ

ｈ１－ｈ２）ｅｈ２－ｈ１＝０，

－珚ｄ＋珋ｅｇ（ｅｈ１－ｈ２）＝０｛ ，

即ｈ１＝ｌｎ
珔ａＭ０－μ珋ｃｇ（Ｍ０）

珔ｂＭ０
，ｈ２＝ｌｎ

珔ａＭ０－μ珋ｃｇ（Ｍ０）
珔ｂＭ０

．

从而 ｈ２１＋ｈ槡 ２
２ ≤Ｍ１ ＜Ｍ．产生矛盾．故 μ∈ ［０，

１］，０ｈμ（Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ），

　　 由于Ｊ＝Ｉ，由同伦不变性知

　　ｄｅｇ｛ＱＮ，Ω∩ Ｋｅｒ　Ｌ，０｝＝ｄｅｇ｛Ｇ，Ω∩ Ｋｅｒ　Ｌ，０｝

≠０，
由引理１知，存在ｖ∈Ｄ（Ｌ）∩Ω，使Ｌｖ＝Ｎｖ，即方程

（３）存在ω?周期解｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝．令珚ｘ（ｎ）＝ｅｘ（ｎ），
珔ｙ（ｎ）＝ｅｙ（ｎ），易知｛（珚ｘ（ｎ），珔ｙ（ｎ））｝为方程（２）的ω?周

期解，且 ｎ∈Ｚ，有珚ｘ（ｎ）＞０，珔ｙ（ｎ）＞０．
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３　极限环的存在性

　　定理３．１　若系统（２）满足下列条件

　　（Ⅰ）Ｌ－（ｄ
β
）１ｎ ＜ｍ＜ｋ－（ｄ

β
）１ｎ，

　　（Ⅱ）λ＞０，
则系统（２）在Ｍ 内至少存在一个极限环．

　　证明　构造环域
︵ＯＡ　ＢＣＤ 包含Ｅ＊ 点，定义：

　　ＯＡ：Ｌ１＝ｙ＝０，ＡＢ：Ｌ２＝ｘ－（ｋ－ｍ）＝０．
设

　　
ｘ′＝ｘｎ（α０－ｙ），

ｙ′＝ｙ（－ｄ＋βｘ
ｎ烅

烄

烆 ），
（０＜ｎ≤１）， （３）

其中α０＝

ｍａｘ
ｘ＊≤ｘ≤ｋ－ｍ

［α（ｘ＋ｍ）（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋ｍ＋Ｌ）］
ｘｎ

，系统

（３）满 足 初 始 值Ｂ（ｋ－ｍ，α０）的 轨 线 交ｘ＝ｘ＊ 于

Ｃ（ｘ＊，ｙ１），ＣＤ：Ｌ３＝ｙ－ｙ１＝０，ＤＯ：Ｌ４＝ｘ＝０，则

　　ｄＬ２ｄｔ （２）
＝－（ｋ－ｍ）ｎｙ＜０，ｙ＞０，

　　ｄＬ３ｄｔ （２）
＝ｙ１（－ｄ＋βｘ

ｎ）＜０，０＜ｘ＜ｘ＊，

　　ｄＬ４ｄｔ （２）
＝αｍ（ｋ－ｍ）（ｍ－Ｌ）＞０，

系统（２）从ＡＢ，ＣＤ，ＤＯ 的外部进入环的内部，在︵ＢＣ

上，比较系统（２）和系统（３），则

　　ｄｘｄｔ （２）
＜
ｄｘ
ｄｔ （３）

＜０，且
ｄｙ
ｄｔ （２）

＝ｄｙｄｔ （３）
＞０，

　　那么系统（２）的轨线从
︵ＢＣ 的 外 部 进 入 环 内 部，

另外，在条件（Ⅰ）和（Ⅱ）下，Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是 不 稳 定

的，由Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定 理，系 统（２）在 环 ＯＡ
︵ＢＣＤ 内至少存在一个极限环．
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