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平坦模&并证明了
!

"

!"
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同态
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单同态&所有的
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模记为
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平坦模和
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平坦模都是
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平坦模&若基环
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是整环$则
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平坦模是
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平坦模+若基环
#

是
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环$则
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平坦模&下面引理给出了
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理想
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同构&
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$乘法同态
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挠模&

E

%对任意有限生成非诣零
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%假设
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是直向集$
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平坦模$其中
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&考虑纯短正合列
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'
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平坦模& 证毕
一个模类
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称为预盖类$如果对任意
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模
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$其中
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%
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使得对任意
1
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$
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'
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必然经过
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分解&此外$如果使分解
-

L

-
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成立的
6

只有同构$则称
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为盖类&对偶的$可以
定义预包类和包类&一对模类#
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$
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$
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$其中
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'
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$
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%
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等人)
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下面证明
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和文献)
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环显然是非诣零凝聚环&由文献)

CE

*的定理
I?(?CC

和命题
I?(?C!

$下面引理成立&

引理
#

!

设
"

'

*

'

3

'

4

'

"

是短正合列$有下面条件成立!

C

%若
*

是有限表现型$则
4

是有限表现型当且仅当
3

是有限型+

!

%若
3

和
4

是有限表现型$则
*

是有限表现型&

下面通过理想角度给出非诣零
!"

凝聚环的等价刻画&

定理
"

!

设
#

是
!

G

环$则下面各结论等价!

C

%

#

是非诣零
!"

凝聚环&

!

%如果任意有限生成非诣零
#G

理想都是有限表现型的&

#

%任意两个有限型非诣零理想的交是有限型且任意非幂零元素的零化子是有限型的&

(

%任意两个有限生成非诣零理想的交是有限型且任意幂零元素的零化子是有限型的&

$

%对任意非幂零元素
8

%

#

和任意有限型非诣零理想
'

$#

'

!

#

8

%

L

'

9

%

#

&

98

%

'

(是有限型理想&

I

%对任意非幂零元素
8

%

#

和任意有限生成非诣零理想
'

$#

'

!

#

8

%

L

'

9

%

#

&

98

%

'

(是有限型理想&

证明
!

C

%

-

!

%,

#

%

-

(

%,

$

%

-

I

%$显然&

C

%

-

#

%&设
3

C

和
3

!

是有限型非诣零理想$从而是有限表现型$故
3

C

!

3

!

是有限表现型的&考虑短正
合列

"

'

3

C

.

3

!

'

3

C

!

3

!

'

3

C

_3

!

'

"

&由于
3

C

_3

!

是有限型非诣零理想$则根据引理
#

可得
3

C

.

3

!

是有限型理想&假设
:

#

54.

#

#

%$考虑短正合列
"

'

H--

#

:

%

'

#

'

#:

'

"

&由于
#:

是有限表现型$从而

(!C
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H--

#

:

%是有限型的
!"

理想&

!

%

-

C

%&假设
'

是有限型非诣零理想$则存在有限生成子理想
7

使得
'

"

7

是
]>G

挠模&因为
'

是非诣零
理想$存在非幂零元素

(

%

'

$从而存在
]>G

理想
)

使得
)(

$

7

&由于
)

是非诣零理想$

#

是
!

G

环$所以
7

是非
诣零理想&从而

7

是有限表现型的$故
'

是有限表现型的&

(

%

-

!

%&假设
3

由至少
;

个元素生成的有限生成理想&下面对
;

进行归纳证明
3

是有限表现型的&

若
;LC

$则由短正合列
"

'

H--

#

:

%

'

#

'

#:

'

"

#其中
:

#

54.

#

#

%%可得&

假设
;L<

/

C

时$结论成立&设
;L<_C

$则非诣零理想
3L4_#:

$其中
:

#

54.

#

#

%$

4

是由至少
<

个元
素生成&则有正合列

"

'

4

.

#:

'

4

!

#:

'

4_#:

'

"

&假设
4

是非诣零理想$则
4

.

#:

是有限型的$又因为
4

0

#:

是有限表现型$从而根据引理
#

可得
3L4_#:

是有限表现型的&假设
4

是诣零理想$则
4

$

#:

$从而
3L4_#:L#:

$矛盾&

C

%

-

$

%&假设
8

是非幂零元素$

'

是有限型非诣零理想&考虑行正合交换!

"

'

#

'

!

#

8

%

'

#

'

#

#8_'

%"

'

'

"

) ) 1

"

'

'

'

#8_'

'

#

#8_'

%"

'

'

"

&

由于
#

是非诣零
!"

凝聚环$

'

是有限型非诣零理想$有
#8_'

是有限表现型&由引理
#

$#

#8_'

%"

'

是有限表现
型$故#

'

!

#

8

%是有限型&

I

%

-

!

%&利用归纳证明至少
;G

生成非诣零理想
'

是有限表现型的&

当
;LC

时$同样可由短正合列
"

'

H--

#

:

%

'

#

'

#:

'

"

可得&

假设
;

2

<

#其中
<

/

C

%时$结论成立&设
;L<_C

$则
'L#:_4

&与
#

%

-

C

%类似$可以假设
4

是由至少
<G

生成非诣零理想$

:

#

54.

#

#

%&考虑短正合列
"

'

#

4

!

#

:

%

'

#

'

#

#:_4

%"

4

'

"

&根据引理
#

$#

#:_4

%"

4L'

"

4

是有限表现型的&再考虑短正合列
"

'

4

'

'

'

'

"

4

'

"

$由于
4

是有限表现型的$故由引理
#

可得
'

是有限表现
型的& 证毕

推论
!

!

假设
#

是非诣零
!"

凝聚环$

=

是非零因子乘法集$则
#

=

是非诣零
!"

凝聚环&

证明
!

设
'

=

是有限生成非诣零
#

=

G

理想$其中
'

是有限生成
#G

理想&显然$

'

是非诣零
#G

理想$从而
'

是
有限表现型

#G

理想&由文献)

!#

*的引理
(?#

得
'

=

是有限表现型
#

=

G

理想& 证毕
推论

"

!

设
#

是强
!

G

环$则
#

是非诣零
!"

凝聚环当且仅当
#

"

54.

#

#

%是
!"

凝聚整环&

证明
!

假设
#

是非诣零
!"

凝聚环&若
'

"

54.

#

#

%是有限生成非零
#

"

54.

#

#

%

G

理想$则
'

是有限生成非诣零
#G

理想&因为
#

是非诣零
!"

凝聚环$所以
'

是有限表现型的&从而存在两个短正合列
"

'

>

C

'

4

'

3

'

"

和
"

'

3

'

)

'

>

!

'

"

$其中
>

C

和
>

!

是
]>G

挠模$

4

是有限表现模&则有
#

"

54.

#

#

%

G

模短正合列
"

'

3

"

54.

#

#

%

'

)

"

54.

#

#

%

'

>

!

'

"

&根据文献)

C(

*的引理
!?CC

结论#

&

%可得$

>

!

是
]>G

挠
#

"

54.

#

#

%

G

模$

3

"

54.

#

#

%是有限生
成

#

"

54.

#

#

%

G

模&考虑正合列!

>

C

(

#

#

"

54.

#

#

%

'

4

(

#

#

"

54.

#

#

%

'

3

(

#

#

"

54.

#

#

%

'

"

&

由文献)

C(

*的引理
!?J

结论#

&

%可得
3

(

#

#

"

54.

#

#

%

3

3

"

354.

#

#

%

3

3

"

54.

#

#

%&则有短正合列
"

'

>

'

4

(

#

#

"

54.

#

#

%

'

3

(

#

#

"

54.

#

#

%

'

"

&再根据文献)

C(

*的引理
!?CC

结论#

&

%得
>

是
]>G

挠
#

"

54.

#

#

%

G

模&因
为

4

(

#

#

"

54.

#

#

%是有限表现
#

"

54.

#

#

%

G

模$所以
)

"

54.

#

#

%是有限表现型
#

"

54.

#

#

%

G

模&

反之$假设
'

是有限生成非诣零理想$则
'

"

54.

#

#

%是有限生成
#

"

54.

#

#

%

G

理想&因为
#

"

54.

#

#

%是
!"

凝聚
整环$所以

'

"

54.

#

#

%是有限表现型
#

"

54.

#

#

%

G

理想&假设
'

"

54.

#

#

%

L

#

&

C

$-$

&

;

%$其中
&

2

是
#

中的非幂零元
素#

2LC

$-$

;

%&不妨设
'L

#

&

C

$-$

&

;

%&对
;

进行归纳证明
'

是有限表现型理想&

当
;LC

时$由于
#

是强
!

G

环$从而
'L#&

C

3

#

是有限表现型理想&

对于一般情形$则
'L

#

&

C

$-$

&

;VC

%

_#&

;

&根据归纳$有#

&

C

$-$

&

;VC

%和
#&

;

都是有限表现型理想&由
于

#

"

54.

#

#

%是
!"

凝聚整环$所以#

&

C

$-$

&

;VC

%"

54.

#

#

%

.

#&

;

"

54.

#

#

%

L

##

&

C

$-$

&

;VC

%

.

#&

;

%"

54.

#

#

%是有
限型

#

"

54.

#

#

%理想&从而根据文献)

C(

*的引理
!?J

可得#

&

C

$-$

&

;VC

%

.

#&

;

是有限型非诣零理想&考虑短正
合列

"

'

#

&

C

$-$

&

;VC

%

.

#&

;

'

#

&

C

$-$

&

;VC

%

!

#&

;

'

#

&

C

$-$

&

;

%

'

"

$则根据引理
#

$有
'

是有限表现型理想&

许多非整环的例子是通过理想化
#

#

_

%

*

构造的$其中
*

是
#G

模)

!(

*

&令
#

#

_

%

*

作为
#G

模同构于
#

!

*

$

定义!

C

%#

9

$

+

%

_

#

(

$

;

%

L

#

9_(

$

+_;

%+

!

%#

9

$

+

%#

(

$

;

%

L

#

9(

$

(+_9;

%&

$!C

第
#

期
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在此定义下$

#

#

_

%

*

成为有单位元#

C

$

"

%的交换环&

下面通过理想化
#

#

_

%

*

构造说明非诣零
!"

凝聚环不一定是
!"

凝聚环$也不一定是非诣零凝聚环&

例
!

!

假设
?

是非凝聚的
!"

凝聚整环)

CE

*

$

7

是
?

的商域$从而
7

不是有限生成
?G

模&令
#L?

#

_

%

7

$则
#

是强
!

G

环)

!

*

&诣零根
54.

#

#

%

L"

#

_

%

7

$所以
#

"

54.

#

#

%

3

?

是
!"

凝聚环但不是凝聚环&根据推论
!

$

#

是非
诣零

!"

凝聚环&再由文献)

#

*的注
!?C

$

#

不是非诣零凝聚环&

下面说明
#

不是
!"

凝聚环&注意到#

"

$

C

%

#

是有限生成
#G

理想&考虑自然短正合列
"

'

4

'

#

'

#

"

$

C

%

#

'

"

$

则
4L54.

#

#

%

L"

#

_

%

7

&由于
!"

模
7

不是有限生成
?G

模$从而不是有限型
?G

模&根据文献)

E

*的引理
!?!

$

可得
!"

理想
54.

#

#

%不是有限型
#G

理想$从而#

"

$

C

%

#

不是有限表现型的&

凝聚环的研究很大程度上得益于
01&:9

教授在
CJI"

年给出的结论#现称为
01&:9

定理%!

#

是凝聚环当且
仅当平坦模的任意直积还是平坦模)

!$

*

&证明过程依靠于如下自然同态!

"

*

!

*

(#

,

2

%

'

1

2 '

,

2

%

'

#

*

(#

1

2

%$

+

(

#

&

2

%

2

%

'

!

#

+

(

&

2

%

2

%

'

&

式中!

*

是
#G

模$

1

2

是
#G

模&同样根据此自然同态可证明如下的非诣零
!"

凝聚环版本的
01&:9

定理&

定理
#

!

设
#

是
!

"

环$则下面各结论等价!

C

%

#

是非诣零
!"

凝聚环+

!

%任意非诣零平坦模的直积是
!

"!"

平坦模+

#

%任意平坦模的直积是
!

"!"

平坦模+

(

%任意投射模的直积是
!

"!"

平坦模+

$

%

#

的任意直积是
!

"!"

平坦模&

证明
!

C

%

-

!

%&设'

1

2

&

2

%%

(是一族非诣零平坦
#G

模及
'

是
#

的有限生成非诣零理想&则根据定理
!

$

'

是有限表现型的&从而根据文献)

!I

*中引理
C?!

的结论#

!

%$可得存在正合列
7

'

'

'

>

'

"

$其中
7

是有限表
现

#G

模及
>

是
]>G

挠模&考虑如下行正合交换!

7

(#

,

2

%

%

1

2 '

'

(#

,

2

%

%

1

2 '

>

(#

,

2

%

%

1

2 '

"

) )& 1

"

'

,

2

%

%

#

7

(#

1

%

2 '

,

2

%

%

#

'

(#

1

%

2 '

,

2

%

%

#

>

(#

1

%

2 '

"

&

因为
>

(#

,

2

%

%

1

2

是
]>G

挠模$所以
T9,

#

&

%也是
]>G

挠模&

现在考虑如下行正合交换!

"

'

;*,

#

C

#

#

"

'

$

,

2

%

%

1

2

%

'

'

(#

,

2

%

%

1

2 '

#

(#

,

2

%

%

1

2 '

"

) )& 1

"

'

,

2

%

%

;*,

#

C

#

#

"

'

$

1

2

%

'

,

2

%

%

#

'

(#

1

%

2 '

,

2

%

%

#

#

(#

1

%

2 '

"

&

注意到
;*,

#

C

#

#

"

'

$

,

2

%

%

1

2

%

$

T9,

#

&

%$所以
;*,

#

C

#

#

"

'

$

,

2

%

%

1

2

%是
]>G

挠模&因此$根据引理
C

可得
,

2

%

%

1

2

是
!

"!"

平坦模&

!

%

-

#

%

-

(

%

-

$

%$显然成立&

$

%

-

C

%&只须证明任意有限生成非诣零理想
)

是有限表现型的&考虑如下自然同态交换!

)

(#

,

2

%

'

#

'44

'

#

(#

,

2

%

'

#

)

2

)

1

,

2

%

'

)

'

,

2

%

'

#

&

由于
,

2

%

'

#

是
!

"!"

平坦模$从而
'

是
!"

单同态&从而
2

)

是
!"

单同态&根据文献)

!I

*的命题
!?C"

$

)

是有
限表现型&

I!C
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下面可以给出既不是
!"

平坦模又不是
!

G

平坦模的
!

"!"

平坦模的例子&

例
"

!

令
#

是既不是
!"

凝聚环又不是非诣零凝聚环的非诣零
!"

凝聚环#见例
C

%$则根据各种版本的
01&:9

定理$例如定理
#

,文献)

#

*的定理
!?(

以及文献)

!I

*的定理
!?!

$可得存在平坦模的直积
1

@

,

2

%

%

1

2

既不是
!"

平
坦模又不是

!

G

平坦模$但
1

是
!

"!"

平坦模&

下面例子说明对于非诣零
!"

凝聚环$任意
!

"!"

平坦模的直积不一定是
!

"!"

平坦模&

例
#

)

!I

*

!

设
$

是整数环$

A

是所有的素数构成的集合&

考虑整系数多项式环
#L$

)

&

*&显然$

#

是诺特环$从而是非诣零
!"

凝聚环&令
)

B

L

#

B

$

&

%$其中
B

%

A

$

则
)

B

是
]>G
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