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ＫＧ（１１，５）*

Ｋｎｅｓｅｒ 图 ＫＧ（１１，５）平方图的色数
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（１．Ｇｕａｎｇｘｉ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｎａｎｎｉｎｇ，Ｇｕａｎｇｘｉ，５３０００７，Ｃｈｉｎａ；２．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｇｕａｎｇｘｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｎｉｎｇ，Ｇｕａｎｇｘｉ，５３０００４，Ｃｈｉｎａ；３．Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａ-
ｔｏｒｙ ｏｆ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ａｎｄ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕ-
ｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｉｃｈｕａｎ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ，Ｃｈｅｎｇｄｕ，Ｓｉｃｈｕａｎ，６１０１０６，Ｃｈｉｎａ；４．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ，Ｓｉｃｈｕａｎ，６１０１０６，Ｃｈｉｎａ）
（１．广西科学院，广西南宁 ５３０００７；２．广西大学数学与信息科学学院，广西南宁 ５３０００４；３．四
川省高校模式识别与智能信息处理重点实验室，四川成都 ６１０１０６；４．成都大学信息科学与技术
学院，四川成都 ６１０１０６）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈＫＧ（ｎ，ｋ）ｉｓ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｗｈｏｓｅ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ａｌｌ ｋ-ｓｕｂｓｅｔｓ ｏｆ
ａｎｎ-ｓｅｔ，ａｎｄ ｔｗｏ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ａｒｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｄｉｓｊｏｉｎｔ．Ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅＧ ２ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ
Ｇ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ ｏｆＧ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｗｉｔｈｉｎ ｄｉｓｔａｎｃｅｔｗｏ ｉｎＧ ａｒｅ ｊｏｉｎｅｄ
ｂｙ ａｎ ｅｄｇｅ．Ｂｙ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｅａｒｃｈ，ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ ８ ≤χ（ＫＧ

２（１１，５））≤
１０，ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｒｏｖｅｓ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ７ ａｎｄ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ １２，ａｎｄ ｔｈａｔ １０ ≤χ（ＫＧ

２（１３，

６））≤ １６．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ，Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ，ｓｑｕａｒｅ ｇｒａｐｈ
摘要：Ｋｎｅｓｅｒ图 ＫＧ（ｎ，ｋ）的顶点集包括一个 ｎ 元集的所有 ｋ 元子集，其中的任意两个顶点相邻当且仅当它们对

应的子集不相交．一个图 Ｇ 的平方图Ｇ ２ 的顶点集与 Ｇ 的顶点集相同，在Ｇ２ 中两个顶点之间有边当且仅当它们

在 Ｇ中的距离不超过 ２．通过理论分析和计算机搜索，得到 ８≤χ（ＫＧ
２（１１，５））≤ １０，１０≤χ（ＫＧ

２（１３，６））≤ １６，

其中前一个结论改进了已知的下界 ７ 和上界 １２．
关键词：色数 Ｋｎｅｓｅｒ图 平方图

中图分类号：Ｏ１７５  文献标识码：Ａ  文章编号：１００５-９１６４（２０１４）０３-０２８７-０３

  Ｉｎ ｔｈｉｓ ｎｏｔｅ，ｗｅ ｓｈａｌｌ ｏｎｌｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｇｒａｐｈｓ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｅｄｇｅｓ ｏｒ ｌｏｏｐｓ．Ｆｏｒ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅ-
ｇｅｒｎ ，ｔｈｅ ｓｅｔ ｛１，２，…，ｎ｝ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ［ｎ］．Ｆｏｒ ａ
ｇｒａｐｈＧ＝（Ｖ，Ｅ），ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅｄＧ（ｕ，ｖ）ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｕ，ｖ∈Ｖ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ａ ｓｈｏｒｔｅｓｔ ｐａｔｈ ｃｏｎ-

ｎｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅｍ．Ｔｈｅ ｇｒａｐｈＧ ２，ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｏｆＧ ，

ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎＶ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｗｏ ｖｅｒｔｉｃｅｓｕ ａｎｄｖ ａｒｅ ａｄ-
ｊａｃｅｎｔ ｉｎＧ ２ ｉｆ ｍｏｌ ｏｎｌｙ ｉｆ １ ≤ ｄＧ（ｕ，ｖ）≤ ２．Ｆｏｒｎ＞
２ｋ ＞ ０，ｔｈｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ ＫＧ（ｎ，ｋ）ｉｓ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ
ｗｈｏｓｅ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ａｌｌ ｋ-ｓｕｂｓｅｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｔ
［ｎ］，ｏｆ ｗｈｉｃｈ ａｎｙ ｔｗｏ ｖｅｒｔｉｃｅｓＡ ａｎｄ Ｂ ａｒｅ ａｄｊａｃｅｎｔ
ｉｆ ｍｏｌ ｏｎｌｙ ｉｆＡ ∩ Ｂ ＝．
  Ａ ｐｒｏｐｅｒ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈＧ＝
（Ｖ，Ｅ）ｉｓ ａ ｍａｐ ｆ：Ｖ → Ｎ ，ｗｈｅｒｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｒｅｃｅｉｖｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｃｏｌｏｒｓ ｉｎ Ｎ．Ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ

χ（Ｇ）ｉｓ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｌｏｒｓ ｎｅｅｄｅｄ ｆｏｒ ａ
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ｐｒｏｐｅｒ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆＧ ．Ａ ｇｒａｐｈＧ ｉｓ ｓａｉｄ ｔｏ ｂｅ ｋ ｃｈｒｏ-
ｍａｔｉｃ ｉｆχ（Ｇ）＝ｋ，ａｎｄ ｋ-ｃｏｌｏｒａｂｌｅ ｉｆχ（Ｇ）≤ ｋ．
  Ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ ｗａｓ
ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｍａｎｙ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ．Ｉｎ １９５５，Ｋｎｅｓｅｒ

［１］ｐｒｏ-
ｐｏｓｅｄ ａ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｔｈａｔχ（ＫＧ（ｎ，ｋ））＝ｎ － ２ｋ ＋ ２，

ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｂｙ Ｌｏｖáｓｚ［２］ ａｎｄ Ｂáｒáｎｙ［３］ ｉｎ
１９７８．Ｌａｔｅｒ ａ ｐｕｒｅｌｙ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｐｒｏｏｆ ｗａｓ ｏｂ-
ｔａｉｎｅｄ ｂｙ Ｍａｔｏｕｅｋ［４］ ｕｓｉｎｇ Ｔｕｃｋｅｒ′ｓ ｌｅｍｍａ．
  Ｔｈｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ ｈａｓ ｓｏｍｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ａｎｄ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓ，ｏｆ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｌｓｏ
ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ，Ｚｉｅｇｌｅｒ［５］ｓｔｕｄｉｅｄ
ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈｓ ｏｎ
ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈ．Ａｒａｕｊｏ ｅｔ ａｌ［６］ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ ｏｎ ｃｏｌｏｒｉｎｇ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｓｏｍｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｔｙｐｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈｓ．
  Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ
ｏｆ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ ｓｅｅｍｓ ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇ．Ｋｉｍ ａｎｄ Ｎａｋｐｒ-
ａｓｉｔ［７］ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔχ（ＫＧ

２（２ｋ＋１，ｋ））≤ ４ｋ ｗｈｅｎ ｋ ｉｓ
ｏｄｄ ａｎｄχ（ＫＧ

２（２ｋ＋ １，ｋ））≤ ４ｋ＋２ ｗｈｅｎ ｋ ｉｓ ｅｖｅｎ．
Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，χ（ＫＧ

２（７，３））＝ ６ ａｎｄ １１ ≤χ（ＫＧ
２（９，

４））≤ １８．Ｊｕｎ-Ｙｏ Ｃｈｅｎ ｅｔ ａｌ［８］ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ
ｂｏｕｎｄｅｒ ｆｏｒχ（ＫＧ

２（２ｋ ＋ １，ｋ））ｆｒｏｍ ４ｋ ｔｏ ３ｋ ＋ ２．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｙ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔχ（ＫＧ

２（９，４））≤ １２．
Ｉｎ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［９］，ｉｔ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔχ（ＫＧ

２（９，４））＝
１１．Ｔｈｕｓ，ｆｏｒ ｋ ＝１，２，３，４，ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆχ（ＫＧ

２（２ｋ＋
１，ｋ））ｗｅｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｅｘａｃｔｌｙ．
  Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆχ（ＫＧ

２（１１，５））ｉｓ ｓｔｉｌｌ ｕｎｋｎｏｗｎ．
Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，Ｐ．Ｌａｋｉｎ ｗｒｏｔｅ ａ ｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｄｉｓｃｕｓｓｉｎｇ
ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｏｍｅ ｓｑｕａｒｅ Ｋｎｅｓｅｒ
ｇｒａｐｈｓ，ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙχ（ＫＧ

２（１１，５））ａｎｄ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ

χ（ＫＧ
２（１１，５））≤ １２，ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｖａｉｌａｂｌｅ ａｔ ｈｔｔｐ：／／

ｗｗｗ．ｂｒｕｃｅ- ｓｈａｐｉｒｏ．ｎｅｔ／ｍａｔｈ３８２／Ｐｒｏｊｅｃｔｓ／ｃｏｎ-
ｔｅｎｔ／Ｌａｋｉｎ-Ｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ．ｐｄｆ．
  Ｉｎ ｔｈｉｓ ｎｏｔｅ，ｗｅ ｇｉｖｅ ａ ｃｏｍｐｕｔｅｒ-ａｓｓｉｓｔ ｐｒｏｏｆ
ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈａｔ ８ ≤χ（ＫＧ

２（１１，５））≤ １０．

１ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆＫＧ２（１１，５）ａｎｄ ａ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ
ｆｏｒχ（ＫＧ２（１１，５））

  Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｉｍｐｌｅ ｌｏｗｅｒ
ｂｏｕｎｄ ｆｏｒχ（ＫＧ

２（２ｋ ＋ １，ｋ））．
  Ｔｈｅｏｒｅｍ １ χ（ＫＧ

２（２ｋ ＋ １，ｋ））≥ ｋ ＋ ２．
  Ｐｒｏｏｆ Ｉｎ ＫＧ ２（２ｋ ＋ １，ｋ），ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ
ｓｅｅ ｔｈａｔ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ｛１２… ｛ｋ － １｝ｉ｜ｋ ≤ ｉ ≤ ２ｋ ＋ １｝

ｉｓ ａ ｋ ＋ ２-ｃｌｉｑｕｅ．Ｓｏχ（ＫＧ
２（２ｋ ＋ １，ｋ））≥ ｋ ＋ ２．

  Ｂｙ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｅａｒｃｈ，ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆａｃｔ ａｒｅ ｅｓ-
ｔａｂｌｉｓｈｅｄ．

  Ｆａｃｔ １  （１）Ｔｈｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ＫＧ ２（１１，５）ｉｓ ６６．
  （２）Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｅｘａｃｔｌｙ ５０４０ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔｓ ｏｆ
ｏｒｄｅｒ ６６ ｉｎＫＧ ２（１１，５）．
  Ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈａｔχ（ＫＧ

２（１１，５））≥
７．Ｂｙ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ Ｆａｃｔ １，ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ ｔｈａｔ
  Ｌｅｍｍａ １ χ（ＫＧ

２（１１，５））＝ ７ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ７ ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔｓ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ６６ ｉｎ
ＫＧ ２（１１，５）．
  Ｎｏｗ ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｖ（Ｇ）ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ６６．Ｔｗｏ
ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｉｎＧ ａｒｅ ｊｏｉｎｔ ｂｙ ａｎ ｅｄｇｅ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｔｈｅ
ｔｗｏ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔｓ ａｒｅ ｄｉｓｊｏｉｎｔ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔ
ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｌｉｑｕｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆＧ ｉｓ ２．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

ｂｙ Ｌｅｍｍａ １，ｗｅ ｈａｖｅ
  Ｔｈｅｏｒｅｍ ２ χ（ＫＧ

２（１１，５））≥ ８．

２ Ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｆｏｒχ（ＫＧ２（１１，５））

  Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ａ ｆａｍｏｕｓ ｄｉｆｆｉ-
ｃｕｌｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ＮＰ-ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｐｒｏｂ-
ｌｅｍ．Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍａｎｙ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅｍ，ａｎｄ ｔｈｅ ｔａｂｕ ｓｅａｒｃｈ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａ ｐｏｐｕ-
ｌａｒ ｏｎｅ．Ｍｏｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｅｎｔ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ
ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｓｔａｒｔｅｄ ｆｒｏｍ ａｎ ｉｎｆｅａｓｉｂｌｅ ｋ-ｃｏｌｏ-
ｒｉｎｇ ａｎｄ ｔｒｉｅｄ ｔｏ ｍａｋｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｔｈｒｏｕｇｈ
ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｌｏｒ ｅｘｃｈａｎｇｅｓ．Ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ，ｔｈｅ ａｐ-
ｐｒｏａｃｈ ｉｎ ａｎｏｔｈｅｒ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１０］，ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔａｂｕ ｓｅａｒｃｈ，ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｂｕｔ ｐａｒｔｉａｌ ｓｏｌｕ-
ｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｒｉｅｄ ｔｏ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ
ｐａｒｔｉａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．
  Ｔｈｅ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔａｂｕ
ｓｅａｒｃｈ［１ １］ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃｏｌｏｒ ｔｈｅ ｇｒａｐｈＫＧ ２（１１，５）．Ｅｘ-
ｐｅｒｉｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ＫＧ ２（１１，５）ｉｓ
１０-ｃｏｌｏｒａｂｌｅ，ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｒｅｃｏｒｄ-ｂｒｅａｋｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ．Ｔｈｕｓ
ｗｅ ｈａｖｅ．
  Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ χ（ＫＧ

２（１１，５））≤ １０．

３ Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ

  Ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｎｅｗ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｒ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ
ｖａｌｕｅ ｏｆχ（ＫＧ

２（１１，５））ｎｅｅｄｓ ａ ｖｅｒｙ ｌａｒｇｅ ｍｏｕｎｔ ｏｆ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ｔｏ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ
ｔｏ ｓｅｅ ｔｈａｔ ｗｅ ｍａｙ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄ-
ｅｎｔ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｌａｓｓ．
Ｈｅｒｅ，ｗｅ ｓａｙ ｔｗｏ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔｓ Ａ ａｎｄ Ｂ ａｒｅ ｅ-
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｆ ｏｎ｛１，２，…，

８８２ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２１ Ｎｏ.３，Ｊｕｎｅ ２０１４



１１｝ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆＡ ｃａｎ ｂｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ
ｔｏ ｔｈｏｓｅ ｏｆ Ｂ ｕｎｄｅｒ ｆ ．Ｆｏｒ ａｎｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔ ｏｆ
ＫＧ ２（１１，５），ｗｅ ｍａｙ ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａｎ ｅ-
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ １，

２，３，４，５．Ｍｏｒｅ ｄｅｔａｉｌｅｄ ａｎａｌｙｓｅｓ ｉｎ ｄｅｔａｉｌｓ ｗｉｌｌ ｂｅ
ｈｅｌｐｆｕｌ，ｂｕｔ ｓｔｉｌｌ ｎｏｔ ｅｎｏｕｇｈ ｔｏ ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｈｅ ｃｈｒｏ-
ｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆＫＧ ２（１１，５）ｉｎ ａ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ｔｉｍｅ．
  Ａｎ ｉｄｅａ ｔｏ ｔｒｙ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ．ＳｕｐｐｏｓｅＶ １ ｉｓ ａ
ｍａｘｉｍｕｍ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔ ｉｎ ＫＧ ２（１１，５）．Ａｓ ｗｅ
ｋｎｏｗ｜Ｖ １｜＝ ６６．Ｌｅｔ Ｈ ｂｅ ＫＧ ２（１１，５）-Ｖ １．Ｓｏ ｔｈｅ
ｏｒｄｅｒ ｏｆＨ ｉｓ ４６２－６６＝３９６．ＩｆＨ ｉｓ ８-ｃｏｌｏｒａｂｌｅ，ｔｈｅｎ

χ（ＫＧ
２（１１，５））≤ ９，ｏｔｈｅｒｗｉｓｅχ（ＫＧ

２（１１，５））≥

χ（Ｈ）≥ ９．Ｗｅ ｈａｖｅ ｄｏｎｅ ｓｏｍｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ａｎｄ
ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ｗｅ ｃａｎｎｏｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｉｆ Ｈ ｉｓ ８-ｃｏｌｏｒａｂｌｅ．
Ａｌｔｈｏｕｇｈ ｗｅ ｃａｎ ｄｏ ｓｉｍｉｌａｒ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ ｏｎ

χ（ＫＧ
２（１３，６）），ｉｔ ｓｅｅｍｓ ｆａｒ ｆｒｏｍ ｒｅａｃｈ．

  Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ＫＧ ２（１３，６）ｉｓ ａ ４９-ｒｅｇｕｌａｒ ｇｒａｐｈ
ｗｉｔｈ １７１６ ｖｅｒｔｉｃｅｓ．Ｉｔ ｓｅｅｍｓ ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ ｔｏ ｄｅｔｅｒ-
ｍｉｎｅ ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆＫＧ ２（１３，６），ｅｖｅｎ ｉｔｓ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ．Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ａｌ-
ｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｅ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ＫＧ ２（１３，６）ｉｓ １６-ｃｏｌｏｒａｂｌｅ
ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ｔｈａｔχ（ＫＧ

２（１３，６））≤ １６．Ｎｏｔｅ ｂｙ Ｔｈｅｏ-
ｒｅｍ １ ｗｅ ｈａｖｅ ｏｎｌｙ χ（ＫＧ

２（１３，６）） ≥ ８，ａｎｄ

χ（ＫＧ
２（１３，６））≥ ９ ｉｆα（ＫＧ ２（１３，６））≤ ２１４．Ｉｎ ｆａｃｔ，

ｃｌ（ＫＧ ２（１３，６））＝８．Ｉｔ ｓｅｅｍｓ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｃｏｍｐｕｔｅ ａ
ｇｏｏｄ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｆｏｒα（ＫＧ ２（１３，６））．
  Ｓｅａｒｃｈｉｎｇ ｆｏｒ ａｎ ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｕｂｇｒａｐｈ Ｈ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ
｜Ｖ（Ｈ）｜／α（Ｈ）ｉｓ ｌａｒｇｅ，ｏｂｔａｉｎｉｎｇ ａ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ ｗｉｌｌ ｂｅ ａ ｅａｓｉｅｒ
ｗａｙ ｔｈａｎ ｄｅａｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｄｉｒｅｃｔ-
ｌｙ．Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｎ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒｓ ｍａｙ ｂｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｃｌｉｑｕｅ ｎｕｍ-
ｂｅｒｓ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｇ ｌｏｗｅｒ
ｂｏｕｎｄｓ ｆｏｒ Ｒａｍｓｅｙ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａ-
ｔｉｏｎｓ［１ １］．
  Ｌｅｔ ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｐｈ ｏｆＫＧ ２（１３，６）ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔ ｔｏ １１８ｔｈ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｂｅＧ０．Ｂｙ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｗｅ ｆｏｕｎｄ
ｔｈａｔα（Ｇ０）＝ １３ ａｎｄχ（Ｇ０）≤ １０．Ｓｉｎｃｅ １１８ ＞ １１７＝
１３× ９，ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔχ（Ｇ０）≥ １０．Ｓｏ １０＝χ（Ｇ０）≤

χ（ＫＧ
２（１３，６））≤ １６．

  Ｉｎ ｆａｃｔ，ｗｅ ｃａｎ ａｌｓｏ ｏｂｔａｉｎχ（ＫＧ
２（１１，５））≥ ８ ｉｎ

ｔｈｉｓ ｗａｙ．
  Ｉｔ ｍａｙ ｂｅ ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇ ｔｏ ｕｓｅ ＫＧ ２（２ｋ ＋ １，ｋ）ａｓ
ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｓｅｔ Ｐｒｏｂｌｅｍ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］ Ｋｎｅｓｅｒ Ｍ．Ａｕｆｇａｂｅ ３００［Ｊ］．Ｊａｈｒｅｓｂｅｒ Ｄｅｕｔｓｃｈ Ｍａｔｈ-
ｖｅｒｅｉｎ，１９５５（５８）：２７．

［２］ Ｌｏｖáｓｚ Ｌ．Ｋｎｅｓｅｒ＇ｓ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ，ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ，ａｎｄ

ｈｏｍｏｔｏｐｙ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ Ｔｈｅｏｒｙ：Ｓｅｒｉｅｓ

Ａ，１９７８，２５：３１９-３２４．
［３］ Ｂáｒáｎｙ Ｉ．Ａ ｓｈｏｒｔ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｋｎｅｓｅｒ＇ｓ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒ-

ｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ Ｔｈｅｏｒｙ：Ｓｅｒｉｅｓ Ａ，１９７８，２５：３２５-
３２６．

［４］ Ｍａｔｏｕｅｋ Ｊ．Ａ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｋｎｅｓｅｒ＇ｓ ｃｏｎｊｅｃｔｕ-
ｒｅ［Ｊ］．Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉｃａ，２００４，２４（１）：１６３-１７０．

［５］ Ｚｉｅｇｌｅｒ Ｇ Ｍ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｋｎｅｓｅｒ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｗｉｔｈ

ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｐｒｏｏｆｓ［Ｊ］．Ｉｎｖｅｎｔ Ｍａｔｈ，２００２，１４７：６７１-
６９１．

［６］ Ａｒａｕｊｏ Ｇ，Ｄｕｍｉｔｒｅｓｃｕ Ａ，Ｈｕｒｔａｄｏ Ｆ．ｅｔ ａｌ．Ｏｎ ｔｈｅ ｃｈｒｏ-
ｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｏｍｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｔｙｐｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈｓ
［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｇｅｏｍｅｔｒｙ，２００５，３２：５９-６９．

［７］ Ｋｉｍ Ｓ Ｊ，Ｎａｋｐｒａｓｉｔ Ｋ．Ｏｎ ｔｈｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ

ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｋｎｅｓｅｒ ｇｒａｐｈ Ｋ（２ｋ ＋ １，ｋ）［Ｊ］．Ｇｒａｐｈｓ

Ｃｏｍｂｉｎ，２００４，２０：７０-９０．
［８］ Ｃｈｅｎ Ｊ，Ｌｉｈ Ｋ，Ｗｕ Ｊ．Ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｋｎｅｓｅｒ

ｇｒａｐｈＫＧ（２ｋ＋ １，ｋ）ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｃｈｒｉｊｖｅｒ ｇｒａｐｈ ＳＧ（２ｋ＋ ２，
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