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摘要：基于 >*87固结理论和 ?@A45,,随机有限元理论，提出了沉降固结理论的 ?@A45,,随机有限
元分析方法，并开发了相应的有限元计算程序 #以某工程为例，对软土地基固结沉降进行随机有限
元分析，探讨了地基沉降与超静孔压随机性状随时间的变化规律以及在空间上的分布特征 #计算结
果表明：不同随机有限元法沉降标准差的空间分布形式都比较类似，沉降标准差随着深度的增加而

减小，并在坡脚附近出现局部减小现象；相同深度时，加固区的沉降标准差要大于非加固区 #
关键词：软土地基；沉降；>*87固结理论；?@A45,,随机有限元法；随机性状
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在深厚软土地基沉降计算分析中，固结沉降计算是问题的关键所在 #自从 B@E:5F=*提出一维固结理论以
来，土体固结沉降理论研究已经取得了长足的发展 #随着计算机技术的迅猛发展，数值计算方法，尤其是 >*87
固结理论的有限单元法在地基沉降分析中得到愈来愈广泛的应用，也有力地推动了固结沉降理论的发展［!］；

同时，针对工程中随机因素进行随机有限元分析的方法经过 ."多年的发展后，已成为工程随机力学分析的
强有力工具［.］#随机有限元法最初的思路是将 G8,7@305E68法与有限元法直接结合，即所谓的直接 G8,7@305E68
随机有限元法 #但该法对于大型问题计算量极大，因而很难应用于实际问题 # ."世纪 &"年代，054H8A［$］首次
采用一次二阶矩方法研究了线弹性问题，接着 I@,JE8A等［/!K］为解决岩土工程中不确定问题时采用了类似的
方法 #由于这类方法是将随机变量进行 B5L68E展开分析，因此也称为 B5L68E展开随机有限元法 # ."世纪 %"年
代初，M5,J5等［’!&］基于随机变量所具有的微小波动性，将一阶和二阶摄动技术引入有限元列式，提出了摄动
随机有限元法 #他们不仅将摄动随机有限元法应用于复杂静力结构的应力、位移随机性分析，而且还应用于
不确定比例阻尼结构系统的振动分析 #这些研究确立了摄动随机有限元法在结构静力问题中的适用性，同时
也显示了二阶摄动法计算量偏大的缺点 # ."世纪 %"年代后期，N=*,8:AO5等［%!-］将随机方程的 ?@A45,,展开
法与 G8,7@305E68随机有限元法相结合，提出了精度和效率较高的 ?@A45,,随机有限元法，使 G8,7@305E68法
与常规有限元法得以完美结合 #赵雷［!"］研究了随机结构弹性动力分析的 ?@A45,,随机有限元法，认为基于
?@A45,,展开式的随机结构分析法可以较好地解决计算效率、精度及变异幅值间的协调性 #
近年来的诸多研究都表明岩土工程中存在大量的不确定因素，主要包括土性参数、荷载、边界条件和计

算模型等 #基于岩土工程的不确定性，采用随机分析的方法对地基沉降进行分析显得更为重要 #以往研究主
要运用概率分析的方法对地基最终沉降进行研究，并已取得较多成果，但很少对地基的固结沉降进行研

究［!!］#将随机有限元和 >*87固结理论结合进行沉降分析的成果还不多见 # ?*+=*4AE5［!.］基于 >*87固结有限元
方程采用 G8,7@305E68方法对沉降进行了概率分析 #郭志川等［!$］基于 >*87固结理论，采用邓肯!张本构模型，
给出了地基固结沉降的 B5L68E随机有限元分析方法 #本文基于 >*87固结理论，采用 ?@A45,,随机有限元法对
地基沉降进行有限元分析，并对点沉降和沉降标准差的空间分布形式进行分析 #

* $%&’())随机有限元法的基本理论

?@A45,,随机有限元法是将 ?@A45,,展开式和 G8,7@305E68随机有限元法相结合的方法 # ?@A45,,展开式
的引入实质上是为了解决矩阵求逆的效率问题 #基于 ?@A45,,级数展开原理，对每次随机抽样，只需计算刚
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度矩阵并进行矩阵乘法、求和运算，而无需进行刚度矩阵的求逆计算势必可以大大减少工作量 !
在有限元控制方程 !!" " #（! 为刚度矩阵，!" 为未知量增量向量，# 为节点荷载向量）中，假定荷载

# 为确定值，即 # " ##（##为按随机变量均值计算得到的等效节点荷载向量）!
在随机变量的影响下，刚度矩阵 ! 可以分解为 ! " !# $!!（!# 为按随机变量均值计算得到的刚度矩

阵，!! 为刚度矩阵受随机影响的波动值），则根据 %&’()**级数展开，有
! "+ #（!# $!!）"+ #（ $ % & ’ &, " &- $ ⋯）! "+

# （+）
其中 & ( !#

"+!!
式中 $ 为单位矩阵 !这样对随机变量进行 ./*0&12)34/抽样时，只需相应地改变!! 项进行简单的矩阵乘法、
求和运算，无需进行矩阵求逆即可求得刚度矩阵 ! !有限元控制方程的解为

!" # !"# " %!"# $ &,!"# $ ⋯ （,）
其中 !"# # !#

"+#
若令

!"& # " !#
"+!!!"& "+ （ & # +，,，-，⋯） （-）

即有递推公式

!" # !"# $!"+ $!", $ ⋯ # !
& # #
!"& （5）

! 基于 "#$%固结理论的 &’()*++随机有限元法

67/0固结理论考虑了固结过程中的土体平均总应力随时间的变化过程，从较严格的固结机制出发导出
了可准确反映孔隙水压力与土骨架变形相互关系的三维固结方程［+5］!

67/0固结方程组包括 ,个方程，即平衡方程和连续性方程，利用物理方程、几何方程和有效应力原理，可
将平衡方程和连续方程统一用位移增量!) 和孔压增量!* 来表示 !根据虚功原理和伽辽金加权残值法对
平衡方程和连续方程进行空间和时间上的离散，并按单元集成，即可得到整体有限元控制方程

!’ !(

!8
( ""!)![ ]

*

!)
!

[ ]* #
#+

#[ ]
,

（9）

即

!!" ( # （:）
式中：!’———变形场对应的刚度矩阵；!(———渗流场和变形场耦合矩阵；!*———渗流场导水矩阵；"———时
间差分格式相关量，一般可在 #;9 < +;# 之间取值；!+———计算时间步长；!)———整体节点位移增量矩阵；

!*———整体节点孔压增量矩阵；#+———整体等效节点荷载增量矩阵；#,———流量增量矩阵 !式（:）是 67/0固
结有限元法的基础 !
采用 %&’()**随机有限元法处理 67/0固结问题时，控制方程的求解按 %&’()**有限元法基本理论的递

推公式（5），并考虑随机场影响［+9］的基于 67/0固结理论的 %&’()**随机有限元法的计算过程可描述如下：
*, 随机场划分和随机有限元预处理，设随机变量个数为 -，随机变量均值矢量为（,+，,,，⋯，,-）8；

-, 计算每个随机变量对应的单元自协方差矩阵 -.
/ = /，并求得其对应的特征值矩阵!.

/ = /，特征向量矩

阵为 ..
/ = /，其中 / 为单元总数，. " +，,，⋯，- !

., 根据随机变量均值来计算 !#和 #，由此求得当前计算时间步的未知量增量矢量!"# " ! > +
# # !

/, 用随机数产生程序对每个随机变量生成 0 组独立正态分布随机向量（"+
/ = +，",

/ = +，⋯，"-
/ = +），根据

#.
/ = + " ..

/ = /（!.
/ = /）

+ 1,".
/ = + $ ,.$/ = +（ . " +，,，⋯，-）得到 0 组相关的正态分布随机向量（#+

/ = +，#,
/ = +，⋯，

#-
/ = +），其任一个#.

/ = +的自协方差矩阵为 -.
/ = /，均值为 ,.，其中$/ = +为所有元素为 +的列矢量 !

’, 取一组随机向量（#+
/ = +，#,

/ = +，⋯，#-
/ = +）作为有限元随机变量输入，计算随机变量影响下的刚度矩阵

!，则可得到刚度矩阵波动值!! " ! > !# !
0 , 根据递推公式，计算未知量增量的波动修正值!"& " > !#

> +!!!"& > + !
1, 重复 0步骤直至!"& 足够小，则随机变量影响下的!" "!

& " #
（ > +）&!"& !
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!" 重复 # ! $步骤，进行 ! 组（!"
" # "，!$

" # "，⋯，!#
" # "）输入计算后，即可得到计算时间步的 ! 次模拟的

计算结果!!，对其进行各阶矩统计和概率分布模拟即可得到未知量的均值和方差等的随机分布 $
本文根据以上研究，考虑到大型矩阵计算的便利性，采用 %&’(&) 程序研制了基于 *+,’ 固结理论的

-./0&11随机有限元法 2

% 实 例 分 析
乐清市旭阳路胜利塘段位于围垦仅数年的滨海淤积滩涂上，土性差异性大 2地基为均质饱和正常固结

土，本构关系为线弹性，地基土分为 $层 2第 "层土弹性模量为 34567&，泊松比为 89:8"，竖向和水平向渗透系
数分别为 " # "8; 5，" # "8; <0 = >，密度为 "<:8 6? = 0:；第 $层土弹性模量为 "<8@ 67&，泊松比为 89:8"，竖向和水
平向渗透系数分别为 " # "8; 5，" # "8; < 0 = >，密度为 "A48 6? = 0: 2
实际工程有限元计算往往会面临单元剖分过多、计算量巨大的问题 2尤其是常见的砂井或塑料排水板处

理软土地基沉降计算问题（一般将塑料排水板等效为砂井计算，因此以下统称为砂井），若要完全真实反映砂

井的效应，则会导致单元划分过密 2为了实际应用可行与方便，并考虑到砂井处理软基机制和地基问题的实
际情况，本文将砂井处理的软土地基按平面变形和空间渗流（7BCC）问题进行分析［"］，并将砂井加固区土体
等效为竖向渗透系数强化的层状地基，以减少计算工作量，加固区土体竖向渗透系数为 : # "8; A0 = > 2计算域
和有限元网格如图 "所示 2边界条件为：左、右面 % 向固定，& 向自由，不透水；上表面 % 向固定，& 向自由，透
水；下表面 % 和 & 向均固定且不透水 $加载曲线如图 $所示 $

图 & 有限元网格
’($" & ’()(*# #+#,#)* ,#-!

图 . 加载曲线
’($" . /012()$ 3456#

根据经验［"<］，随机有限元参数取 :个随机变量，即弹性模量 ’、泊松比!和加固区的竖向渗透系数 (&，
其变异系数均取为 89" $根据以往研究结果［"A""3］，土层水平方向的相关距离取为 48 0，土层垂直方向的相关
距离取为 "0，控制参数取 $ 2

图 % 最大沉降点沉降曲线
’($" % 7#**+#,#)* 3456# 1* ,18(,4,

-#**+#,#)* 90()*

采用商业有限元计算软件 7(&D+>验证随机有限元法的计
算结果 2 从图 : 可以看出，确定性有限元法计算结果与
-./0&11随机有限元法计算结果的均值非常接近，而与 7(&D+>
计算结果相比，加载期略有分离，固结发展期趋向一致 2这是
由于 -./0&11随机有限元法和确定性有限元法采用了相同
的土体本构模型和有限元计算模型，而目前通用商业岩土问

题有限元程序均不具备随机性状计算分析的模块 2从本文自
编随机有限元程序均值计算结果与 7(&D+>有限元解的对比也
可以看出，本文随机有限元程序计算结果可靠 2
采用 %,1’.EF&G(,随机有限元法和 -./0&11 随机有限元

法分别进行有限元计算，计算时间分别为 3A，4" 0+12 %,1’.E
F&G(,随机有限元法和 -./0&11随机有限元法最终加载时刻
（第 $<8天）和最终计算时刻（第 358天）的沉降标准差等值线
如图 4和图 @所示 2采用 -./0&11随机有限元法计算最终加载时刻和最终计算时刻的孔压标准差等值线如
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图 ! 最终加载时刻沉降标准差等值线（单位："#）
$%&’ ! ()*+),-. )/ .+0*10-1 123%0+%)* )/ .2++42#2*+ 0+

/%*04 4)01 +%#2（,*%+："#）

图 5 最终计算时刻沉降标准差等值线（单位："#）
$%&’ 5 ()*+),-. )/ .+0*10-1 123%0+%)* )/ .2++42#2*+ 0+

/%*04 "04",40+%)* +%#2（,*%+："#）

图 6 最终加载时刻孔压标准差等值线（单位：780）
$%&’ 6 ()*+),-. )/ .+0*10-1 123%0+%)* )/
9)-2 9-2..,-2 0+ /%*04 4)01 +%#2（,*%+：780）

图 : 最终计算时刻孔压标准差等值线（单位：780）
$%&’ : ()*+),-. )/ .+0*10-1 123%0+%)* )/

9)-2;9-2..,-2 0+ /%*04 "04",40+%)* +%#2（,*%+：780）

图!和图 "所示 #从图 $ %图 "可以看出，&种随机有限元法计算得到的沉降标准差和孔压标准差的空间分布
形式非常接近，这说明采用 ’()*+,,级数展开的迭代解法对固结问题随机性状计算影响较小 #
从沉降标准差的计算结果可知：沉降标准差随着深度的增加而减小；相同深度时，加固区的沉降标准差

要大于非加固区；沉降标准差在模型中部（坡脚附近）出现局部减小现象 #这说明，加固区内沉降受土体参数
影响较大，并且坡脚处的应力集中现象导致沉降标准差在坡脚附近出现局部减小现象 #
从孔压标准差的计算结果可知，在近地面的表层，孔压标准差增大非常快，说明近地面处是孔压变化受

土性参数影响最直接最显著的地方，而在一定深度下，孔压的变异性逐渐减弱，并且分布上也更为稳定 #
由于对矩阵进行求拟优化计算，’()*+,,随机有限元法可以提高 -倍左右的效率 #

! 结 论

0’ ’()*+,,随机有限元法是解决岩土工程中土体参数存在大量不确定性因素问题的强有力工具之一 #
本文基于 ./01固结理论，提出了地基固结沉降的 ’()*+,,随机有限元分析方法，并研制了相应的计算程序 #

<’ 从最大沉降点的沉降 历时曲线可以看出，本文 ’()*+,,随机有限元计算方法的计算结果与商业有
限元计算软件 23+4/5计算结果比较接近 #

"’ 60,1(78+930法和 ’()*+,,随机有限元法得到的沉降标准差的空间分布形式比较类似，即都是沉降标
准差随着深度的增加而减小；土体参数随机性对地表沉降值的影响较大 #

1’ 相同深度时，土体加固区的沉降标准差要大于非加固区，这说明土体参数随机性对加固区沉降发展
的影响较大 #

"$$第 $期 李 涛，等 软土地基固结 ’()*+,,随机有限元分析



!" 沉降标准差在坡脚附近出现的局部减小现象说明加载单元与非加载单元交接处沉降受土体参数随
机性的影响要小一些 !

# " 采用对矩阵进行求拟的优化计算，"#$%&’’随机有限元法比最直接的 ()’*#+,&-.)随机有限元法可以
提高 /倍左右的效率 !
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《水资源保护》征订启事

中国科技核心期刊 BCCDE中国核心学术期刊

《水资源保护》是河海大学和中国水利学会环境水利研究会主办的科学技术期刊，创刊于 "FGH年，
双月刊 ?国内外公开发行，国内统一连续出版物号：C(!I!"!H$ J %K?
《水资源保护》主要刊登与水资源保护有关的基础研究，应用技术，工程措施，综合述评，专题讲座，

国外动态；书刊评介，科技简讯，水资源管理、评价、监测、优化配置，节水技术，水环境污染控制等方面的

文章 ? 近年来，重点关注与水有关的生态环境领域中的研究方向，新增设相关的基础研究、防治技术、城
市水环境治理等内容 ?
主要读者对象：与水资源保护工作有关的工程技术人员、科研人员、管理人员以及大专院校的师生 ?
《水资源保护》邮发代号：IG!IFG，双月刊，I#"I年每期定价 "I元，全年共 LI元，每逢单月 !#日出版 ?
可在全国各地邮局订阅，也可直接与编辑部联系订阅 ?
地 址：I"##FG 南京市西康路 "号 河海大学《水资源保护》编辑部
电话 J传真：（#IH）G!LG$$MI EN*+13：:&O&&)? ’4)? 0,
网 址：>>:? &&)? ’4)? 0, J 8’: J 1,4’@:&? +-6？4P14 Q !M

FMM第 M期 李 涛，等 软土地基固结 (’)*+,,随机有限元分析




