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摘 要)随着工程理论的发展"在控制系统中"稳定性非常重要*人们对近期发展起来的非线性差分系统稳

定性进行了大量的研究*介绍了有关非线性差分系统稳定性的近期研究情况"并总结了一些判定非线性差

分系统稳定性的重要方法"最后给出了几类非线性差分系统及其相应的研究方法和重要结果*
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% 引 言

近年来差分系统一直是广大学者关注的一个方

向*随着差分方程理论的不断完善"它将在应用数

学)应用分析领域里占据不可忽视的地位*系统的稳

定性是系统正常运行的基本前提"因而系统的稳定

性历来是人们关注的焦点*稳定性概念的出现"有悠

久 的 历 史"68;<年"俄 国 数 学 力 学 家 李 雅 普 诺 夫

#,-./0123(才在其博士论文*运动稳定性的一般问

题+里给出运动稳定性的严格的精确的数学定义和

一般方法"从而奠定了稳定性的理论基础*随着科

技)工程理论的不断发展"特别在控制系统中"人们

越来越了解到稳定性的重要意义*因此"有关系统稳

定性的一些重要结果也应运而生*本文的目的主要

是对发展相对较晚的一些非线性差分系统的稳定性

给予介绍"总结一些研究系统,-./0123意义下稳定

性的重要结果*

6 ,MJ-.>E@意义下稳定性研究方法

在研究系统,-./0123意义下稳定性的方法中"
一次近似理论和直接法#即,-./0123第一)第二方

法(是大家所熟悉的"因此在这里我们不再重述*众

所周知",-./0123方法一直是处理系统稳定性的核

心方法"但对第一方法来说只是一种理论上近似"而

且对于临界稳定的情况没有办法处理+第二方法在

实际运用中由于对,-./0123函数至今还没有一般

的构造方法"因而具体操作也是非常困难的*因此"
人们在运用,-./0123方法的同时也在寻找其它的
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一般方法!以下我们将对两类比较典型的方法加以

概述!

"#" $%&理论的运用

我们以’()*+,-函数为例对./0 理论作一简

单介绍!如果’()*+,-函数1 可以分出一项小扰动

23

1 4 156 2
其中15是可积的7则可以变换到作用角度87求得9
个频率7限制在9维环面上!我们把./0理论的大

意及物理后果表述如下3

./0 理 论 有 两 个 条 件7即3第 一:’()*+,-函

数中可分离与不可积的扰动项很小;第二:未扰动的

可积’()*+,-函数15对应的频率满足不相关条件;
则’()*+,-函数1 的绝大多数解<除去测度为零的

集合=仍然留在>维环面上!从以上可以看出./0
理论恰能讨论系统的稳定性!但它不能用此法进一

步研究系统的渐近稳定性!

"#? 直接分析

这种方法建立在结构相对较简单的系统上7直

接利用数学分析的思想7讨论解的极限行为!这种方

法的一个重要辅助工具就是半环理论<对二阶系统

特别有效=!下面我们以二阶系统为例给出相关定

义!
考虑二阶差分方程描述的系统3

@A6"4 B<@A7@AC"= A4 57"7?7D <"=
其中B3EFEGE!假设@为式<"=的平凡解7即@4

B<@7@=!
定义" 正半环</H,I*+*JKLK)*CMNMOK=
方 程<"=的 解 的 一 正 半 环 由 这 样 一 些 项P@Q7

@Q6"7D7@RS构成 7其中每一项都大于或 等 于@7且

当QTC"时7有@QC"U@;当RVW时7有@R6"U@!
定义? 负半环</>KX(+*JKLK)*CMNMOK=
方 程<"=的 解 的 一 负 半 环 由 这 样 一 些 项P@Q7

@Q6"7D7@RS构成 7其中每一项都小于@7且当QTC"
时7有@QC"T@;当RVW时7有@R6"T@!

在利用半环理论研究解的极限行为时7我们常

先判断半环的个数<指只有一个环7还是多个环=7然

后判断每一个环所包含的最少项或最多项<也称为

环的长度=!前者比较容易判断7对于后者我们以式

<"=描述的系统<"=为例给出一些结果Y"Z!
定理" 若B<@7[=对每一固定的[关于@递减7

且对每一固定的@关于[递增7则系统<"=的任意非

平凡解的半环长度为"<不考虑第一个半环=!
定理? 若B<@7[=关于@7[都递减7则系统<"=

的任意非平凡解的半环长度不超过?!
由此得到一个关于判定平凡解全局渐近稳定的

结果Y?Z!
定理\ 若B<@7[=关于@7[都严格递减7@为系

统<"=的平凡解7记2<@=4)*-PB<B<@7@=7@=7B<B
<@7@=7B<@7@==S7若]@̂ <57@=7有2<@=_@7则平

凡解@全局渐近稳定!
此 定理中2<@=的构造是讨论系统稳定性的 关

键!一般而言7在直接分析法中7若我们要以半环理

论作 为 辅 助 工 具7则 最 重 要:最 困 难 的 地 方 和 ‘N(a

Hb-,J第二方法中构造‘N(Hb-,J函数一样在于对

辅助函数2<@=的构造7对2<@=构造的一般原则是使

得 从 某 一 正<负=半 环 开 始7连 续 正<负=半 环 的 上

<下=界构成的序列PcAS严格单调递减<递增=!

? 典型差分系统及研究方法

?#" 递归差分方程<def=所描述的系统 Y"ghZ!
考 虑 到 这 一 类 系 统 的 稳 定 性7我 们 常 把 ‘N(a

Hb-,J一次近似理论与一般分析方法相结合来进行

研究!如文献YiZ中研究的方程3

@A6"4 j6 @AC"k@A7 ĵ Y57W= <?=
初始条件@C"7@5为任意正实数!由‘N(Hb-,J一次

近似理论知道

"=当j_"时7平凡解@4j6"局部渐近稳定;

?=当5VjU"时7平凡解@4j6"不稳定;
而当j4"时7我们运用直接分析方法7运用半

环理论得出3

"=当 方 程<?=的 所 有 正 解P@AS只 有 一 个 半 环

时7则P@AS单调趋于唯一的平凡解 @4?;

?=当方程<?=的所有正解P@AS至少有两个半环

时7则P@AS趋于一个周期为?的解!

?#? 差分方程所描述的二维非线性系统YiZ3
@A6"4 l"@A6 m"[A6 B<n"@A6 n?[A=4 o"<@A7[A=

[A6"4 l?@A6 m?[A6 B<n"@A6 n?[A=4 o?<@A7[A S= 7A4 57"D
其中lp7mp7np<p4"7?=为实数7B̂ nW<E7E=7且Bq
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!"#$!%&!"#’$!%&!"并记(&$()"(*%"对这类系

统"我们从条件知道#是关于+,"-,线性组合的高阶

无穷小"如 果(&$()"(*%"满 足 条 件$.%/0(是 椭

圆性平凡解处的保面积映射"且特征值1"1使得123

)"2&4"56"则我们可以运用789 理论研究平凡解

的稳定性:在具体运用中我们应注意以下*个关键

步骤/

)%假设(满足$.%"推出;<"=<"><$<&)"*%应满

足的关系?

*%对系统进行适当变换化成@ABCDEFF规范性:

*G4 生态模型$HIJKJLMNJOPKQ%RS")!T

对这一类模型一般采用UVWXYZE[直接法:在一

定的条件下构造出UVWXYZE[函数:如文献R))T中的

UE\CW]̂E_\‘BBW型离散模型/

+<$2a )%& +<$2%‘bXcd<$2%ef
,

g&)
;<g$2%+g$2%h"<& )"i",

$4%
式$4%中"+<$2%表示种群<在第2代的密度?d<$2%表

示种群<在第2代的增长率?;<g$2%表示种群之间或

种 群内部的竞争系数:并且假设cd<$2%h"c;<g$2%h"

$<"g&)"*"i",%有界:
研究式$4%的稳定性时"我们先引入变换

j<$2%& +<$2%e +k<$2%"<& )"i",

+k<$2%为式$4%的一正解:则式$4%变为/

j<$2a )%& +k<$2a )%R$)e ;<<$2%+k<$2%%
j<$2%
+k<$2%

e

f
,

g&)"g3<
;<g$2%jg$2%a

#<$2"j$2%%
+k<$2%

T"<& )"i",

式$5%中"#<$2"j$2%%为ljl的高阶无穷小"对任意

的2都成立:
这时我们构造UVWXYZE[函数

m$j$2%%&f
,

g
>gn
jg$2%
+kg$2%

n

其中">go!"且对足够大的2满足/

><;<<$2%o f
,

g&)"g3<
>gn;g<na p"po !"<& )"i",

则根据UVWXYZE[直接法的思想沿着式$5%的解

计算差分

qm& m$j$2a )%%e m$j$2%%
在另外附加条件下判定qm的 负 定 性"进 而 判

断式$4%描述的系统$4%的稳定性:
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