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不可约关系的幕

孔令继
(空军工程大学工程学院，陕西西安 710038) 

摘 要:研究了有限集主上的不可约二元关系 ρ 的性质，证明了其含有唯一的传递关系，同时证明

了 /U pk+ 1U …… U pk+d-1= ρUρ2U …… Upn=主×豆。
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设 ρ 是有限集茎上的一个二元关系，考虑序列

ρ ， ρ2 ， p3 ,……(1) 

με B~ (i =l , 2 , …) ， B~是有限半群知，序列(1)只能含有限个不同元，若是=k(ρ〉是满足扩=ρ't(>灿的

最小整数，同时 1=是十d(d注1)是满足此条件的最小整数。由 phzph+d可知 ρ忡1=ρ是+d+1 ρk+2= ρ忡d+Z ， "', 

ρ是+d/+Zd.从而序列(1)成为:

ρ ， ρ …，μ11 扩，… ， pk+d-11 pk ，...， ρ忡d- 1 1 …·

由半群基本理论知 ， G(ρ)= {芦'/寸，…，卢+d-1 }是一个循环群，令 G(ρ)的单位元素为 pr(k~r~r十d- l) 。由

于严是幕等元，故如果卢是由是ζ卢d三二是 +d-1 唯一确定的整数，则 r=ßd 。

用 t (t注1)表示使得 ρs 是传递的最小整数 s(注1)，即 ρZ'Cp'.这样的 t 当然存在，且 t~r 。

引理 1 若 ρ 为主上的二元关系，则

ρr = n p' (p' 是传递关系)

证明 若 p' 是一个传递关系，则序列扩，沪，…含有唯一的幕等元，即严，故有一正整数乙，使得 pV'= 严，

由传递性

ρρv， C …… C pZ' C p' 

知 ρ"'C扩，又 ρr 是传递关系，门 p'Cpr。故 ρ 门 ρ‘(扩是传递关系)。

引理 2 如果 ρ 是x上的不可约二元关系，且 ρ 是传递的， IICρ)=豆，则 t:. K= {(a"a ,) 1α， ε X}Cp' 0 

证明 设 a， ε豆，即 (a"a，) ε t:. X ，则有- hi ， l~h，~n=K ，使得 (ai ， a，) ερ，h， 对于正整数 1>0 ，有 (a;.ai)
E phil ， 当 h 充分大时(ρ川是 ξG(ρ) • { (ρhi)k Ik= 1， 2. …}中含有幕等元，从而 ρr 是 ρh， 的某次幕，我们有 (a ， •υ 

ε pßar o 由引理 1 ， (a , ， a ，) ερ 又由 a， 的任意性，t.茎cρ\

定理 l 若 ρ 是不可约关系，则 ρ ， ρρ3，……中含有唯一的传递关系，即 ρ' 。

证明 设扩是传递的，不妨令 II(ρ)=豆，由引理 2 ，t:. KCp，。因此 ρ 扩 • t:. KCp' • p'=pz" 又由传递性

pZ'Cp' ，故 p"=p2' ， 既然 ρ ， ρ2 ， ρ ……中仅含有一个幕等元，我们有 p'= 扩。

引理 3 设|茎 I=n ， ρ 为主上不可约二元关系，II(ρ)=豆，则 ρUp2 U … Upn=ρ川 UρI十ZU … U 扩+"(1 为任
意正整数)。

证明 由于 ρ 是不可约的，故

pU ρZ U … U pn = 文×文

从而对于任意 ai ε文，有

a , (p U pZ U … U ρ仆=文
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又户r1(ρ)=户r2(ρ) =II(ρ) ，故 aiP 非零，所以

aiρ(ρU p2 U [1') = X 

即 ai(ρU ρ2U … U [1' = aip(p U ρ2 U … U p") 

由矶的任意性 ρU p2 U … U p" = ρ(ρU p2 U …p") 

由此可知 ρU ρ2 U …[1' = p川 U ρ川 U … U rf+" (l 为任意正整数)

定理 2 设|茎 I=n ， ρ 为茎上的不可约关系，II(ρ)豆，贝U P' U pk+ 1U … Upk+d一1=ρU p2U … Up"=主×豆。

证明 由引理 3 ，我们有

(扩 U [1+1 U … U [I+d-1) (ρU ρ2 U … UP仆=

[I (p U p2 U … U [1') U 卢+1(ρU ρ2U … U [1') U …… U [I+d-1 (ρU p2 U … U ρ仆=

ρU p2 U … U p" 

同时又有

(扩 U [1+1 U …U [I+d一1)(ρU p2 U …U p") = 
<[1 U [1+1 U … U pk+d一 1 )ρU ([1 U [1于1U … U ρ是+d-1) ρ2 U …… U ([1 U ρ是 +1 U … U pk+d一 1 )ρ 

μU [1 +1 U … U [I+d-l 

因此我们有

[1 U [1+1 U … U pk+d-l = ρU p2 U … U [I'=茎×茎
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Powers of an Irreducible Relation 

KONG Ling-ji 

(Engineenng Instltute , AFEU. , Xi'an 7l0038 , China) 

Abstract: The property of the irreducible binary relation p on a finite set K is studied. The umque transitive 

relation is demonstrated and pk U pk+ 1 U … U pk+d-l =pU p2 U … Up"=主×茎 is also proved. 
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