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!"#$%&’( 测度与加权 )%#*+"( 空间上的 !"#$%&’( 测度
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摘要：利用!阶 &,-./012 测度的定义研究了两种 &,-./012 测度的联系，得到了定理 # 以及用 !"
# 函数

的积分不等式来刻画!阶 &,-./012 测度的推论 $利用加权 3/-45,2 空间上 &,-./012 测度的定义以及

算子理论方面的有关定义、定理，用定理 ! 刻画了!阶 &,-./012 测度与加权 3/-45,2 空间的 &,-./012
测度之间的关系 $
关键词：&,-./012 测度；加权 3/-45,2 空间；!"

# 函数
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, 准 备 知 识

&,-./012 测度在研究有界解析函数、%" 空间及 3/-45,2 空间中起到很重要的作用 $ 本文应用的一些定

义，如 !"
# 空间、3/-45,2 空间等定义参见文献［#，!］，文中的!阶 &,-./012 测度的定义及其它一些相关概念见

文献［+］$
加权 3/-45,2 空间的定义及加权 3/-45,2 空间上 &,-./012 测度的定义如下：

定义 , 对任意的!: ; #，设 <&!（ ’）是单位圆盘 ( 上的测度，称

<&!（ ’）)（! * #）（# + , ’ , !）!<&（ ’）

为 ( 上的加权 3/-45,2 空间上的测度，而称 !"
#（<&!）为加权 3/-45,2 空间 $这里 <&（ ’）表示通常意义下的面

积测度 $
定义 - 设"是加权 3/-45,2 空间 !"

#（<&!）上的测度，如果

!(
, -（ ’）, "<"（ ’）" .!(

, -（ ’）, "<&!（ ’）

则称"是加权 3/-45,2 空间 !"
#（<&!）上的 &,-./012 测度 $

- 有 关 引 理

引理 ,［!］ 存在正数 / 满足：对于任意正数 0"#，存在序列｛#1｝#(，满足以下条件：

". ( = $
>

1 = #
(（#1，0）；

/. (（#1，
0
9 ）%(（#2，

0
9 ）= 3，2&1；

0. 单位圆盘 ( 中的任意点至多属于 / 个 (（#1，! 0）$
引理 -［9］ 设 - 是单位圆盘 ( 内的解析函数，" ? 0"#，" : "，’’(，1 为非负整数，则存在常数 ."，1，0，

使得

, -（1）（ ’）, " "
."，1，0

, (（ ’，0）, #*
1"
!!(（ ’，0）

, -（4）, "<&（4）

其中 -（"）表示 -（ ’）本身 $
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引理 !［!］ 设 !!"（#，$），则

（" % & ! & !）! ’ & "（#，$）& ’ & "（ !，$）& ’ & " %"#! & !

这里 ( # ) 是指存在常数 * 和 *+，使得

*+) # ( # *)
引理 "［"］ 设!是单位圆盘 " 上的有限正 $%&’( 测度，则!是 " 上的一阶 )*&(’+%, 测度的充要条件为：

对任意的 ,，- . , . / 0，存在常数 * 1 -，使得对一切 -!.,
# 有

$"
& -（ !）& ,2!（ !{ }）

" / ,

# *% -%,

引理#［$］ 对任意的 !!" 有

$"

（" % & ! & !）!

& " % !" & 3
20（ !）1 "

! 主 要 结 果

定理 % 设!是单位圆盘 " 上的有限正 $%&’( 测度，2#（ !）4（" 5 6 ! 6 !）!（" 5$）2!（ !）2
&’ 若!是$（ 1 -）阶 )*&(’+%, 测度，则 2#是一阶 )*&(’+%, 测度 7
(’ 若 2#是一阶 )*&(’+%, 测度，且$&"，则!是$阶 )*&(’+%, 测度 2
证明 先证! 2若!是$阶 )*&(’+%, 测度，任意 $ 1 -，有

3$ 1 +89 !（"（#，$））

& "（#，$）&$
，! !{ }" 4 50

则

#（"（#，$））
& "（#，$）& 1

$"（#，$）
2#（ !）

& "（#，$）& 1
$"（#，$）

（" % & ! & !）!（"%$）2!（ !）

& "（#，$）&
再由引理 : 可得

#（"（#，$））
& "（#，$）& #

* & "（#，$）& "%$
& "（#，$）& !（"（#，$））1 !（"（#，$））

& "（#，$）&$
4 3$ 4 50

设 $ 1 -，选择满足引理 " 的%6 和 7，并可选择 " 内互不相交的可测集序列 "6 满足：（*）" 4 ’
0

6 4 "
"6；（;）"6(

"（%6，! $）2则

#（"）1#（’
50

6 1 "
"6）1 )

50

6 1 "
#（"6）#

)
50

6 1 "
#（"（%6，! $））#)

50

6 1 "
3!$ & "（%6，! $）& 1

3!$)
50

6 1 "
& "（%6，! $）&# 3!$7 & " & 1

3!$7 4 50
上面证明中的第 : 个不等式用到了引理 " 中的条件 <，所以 2#是有限正 $%&’( 测度且 2#是一阶 )*&(’+%,

测度 2
再证" 2因为 2#（ !）是一阶 )*&(’+%, 测度，当$&" 时有

!（"（#，$））

&（"（#，$）&$
1
$"（#，$）

2!（ !）

& "（#，$）&$
1

$"（#，$）
（" % & ! & !）!（$%"）2#（ !）

& "（#，$）&$ #

* & "（#，$）&$%"

& "（#，$）&$
·#（"（#，$））1
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!!（"（#，$））
% "（#，$）% & ’

所以 !"是#阶 "#$%&’() 测度 (
由定理 * 及引理 + 可得如下推论 (
推论 若"是 " 上的有限正 ,($&% 测度，#!*，则"是#阶 "#$%&’() 测度的充分必要条件是：对于任意 )

- .，存在常数 ! - .，对一切 *"+)
# 有

#"
% *（ ,）% )（* - % , % /）/（*-#）!"（ ,）$ !#"

% *（ ,）% )!.（ ,）

定理! "是 ,&$01#) 空间上的#阶（# - *
/ ）"#$%&’() 测度的充分必要条件是"是加权 ,&$01#) 空间

+)
#（!./#2 /）上的 "#$%&’() 测度 (

证明 先证必要性 (任取 *"+)
#（!./#2 /），因为"是 ,&$01#) 空间上的#阶 "#$%&’() 测度，则对任意 . 3 $

3 *，$/""，存在常数 ’ - .，有

"（"（$/，$））

% "（$/，$）%#
& ’

取｛$/｝和 0 满足引理 *，从而

#"
% *（ ,）% )!"（ ,）$%

14

/ 2 *#"（$/，$）
% *（ ,）% )!"（ ,）$

%
14

/ 2 *
!$"（"（$/，$））· ’56

,""（$/，$）
% *（ ,）% ) $

%
14

/ 2 *
!$

!3"（"（$/，$））

% "（$/，$）%#"（$/，/$）
% *（ ,）% )!.（ ,）$

%
14

/ 2 *
!$3 % "（$/，$）%#-*#"（$/，/$）

% *（ ,）% )!.（ ,）$

%
14

/ 2 *
!$4#"（$/，/$）

% *（ ,）% )（* - % , % /）/#-/!.（ ,）$

!$40#"
% *（ ,）% )!./#-/（ ,）

上面证明中的第 7 个不等式用到了引理 /（令 / 8 .）及引理 7，第 9 个不等式用到了引理 7，第 : 个不等

式用到了引理 * 中的第 ; 个条件，从而"是加权 ,&$01#) 空间 +)
#（!./#2 /）上的 "#$%&’() 测度 (

充分性：设"是加权 ,&$01#) 空间 +)
#（!./#2 /）上的 "#$%&’() 测度 (对任意固定的 #""，令

*（ ,）2（
（* - % # % /）/

（* - #,）+1#）
*
)

则有

#"
% *（ ,）% )!.#（ ,）2#"

（* - % # % /）/

% * - #, % +
·

*
% * - #, %#

!.#（ ,）$

#"

（* - % # % /）/

% * - #, % +
·

*
（* - % , %）#

!.#（ ,）$

/##"

（* - % # % /）/

% * - #, % +
·

*
（* - % , % /）#

!.#（ ,）2

/#（# 1 *）

上面最后 * 个等式用到了引理 9，故 *（ ,）"+)
#（!.#）(另一方面，取#""，$ - .，则

#"
% *（ ,）% )!"（ ,）!#"（#，$）

（* - % # % /）/

% * - #, % +1#
!"（ ,）!

!#"（#，$）

（* - % # % /）/

（* - % # %）+1#
!"（ ,）!
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!"
（! # $ % $ "）"&!"（’（%，(））!

!) "（’（%，(））

$ ’（%，(）$ !&
!
"

上面第 " 个不等式用到了引理 #，从而

"（’（%，(））

$ ’（%，(）$ !&
!
"

* !

即"是 ! $!" 阶的 %&’()*+ 空间上的 ,*’-&./+ 测度 +

用 "!0 " 替换上面的!，便得充分性的证明 +

! 结 论

本文给出并证明了!阶 ,*’-&./+ 测度与加权 %&’()*+ 空间的 ,*’-&./+ 测度之间关系的定理，为研究加权

%&’()*+ 空间的 ,*’-&./+ 测度提供了一种方法 +当然，对加权 %&’()*+ 空间的 ,*’-&./+ 测度还有待做更深入的

研究 +
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