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摘要　利用有限群极大子群的极大完备的性质 ,在限制条件较相关文献弱的情形下 ,研究群的可解或超可解性 .
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Abstract　 By using the properties of the maximal completion of fini te groups, the solvabili ty or

supersolvability of a finite g roup is discussed under w eaker conditions.
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　　极大子群在有限群分类问题中扮演着重要的角

色 .例如 Huppert用极大子群的指数刻画超可解群的

著名结果 .群 G的 Frat tini子群H(G)以及 G的所有

非正规子群之交 L (G)的研究等 . 1959年 , Deskins

在文献 [1 ]中引进了完备的概念为研究极大子群提供

了新的途径 .

　　群 G的极大子群 M的完备定义为不含于 M的

子群 C ,而 C的 G-不变真子群均含于 M .完备 C的 G-

不变真子群之积记为 K (C ) .显然 K (C ) < C且 K (C )

4 G. M 在 G中的所有完备作成一个集合 , 记为

I (M ) . I (M )按集合包含关系作成一个偏序集 ,其极

大元称为 M的极大完备 .

　　近年 ,关于极大子群的完备和极大完备对有限

群结构的影响的研究取得了丰富的成果 [1～ 3 ] .最近 ,

李世荣 [3 ]中证明了下述定理 .

　　定理 A　群 G是超可解的当且仅当对于 G的每

个有合数指数的极大子群 M , I (M )包含一个极大元

C使得|C /K (C )|无平方因子且 G= CM .

　　定理 B　设 G是一个群 .假设对于 G的每个有合

数指数的极大子群 M , I (M )包含一个极大元 C使得

C /K (C )循环 ,其阶大于或等于|G∶M|,那么 G是可

解的 ,且下述结论成立:

　　 ( 1)G的每个极大子群的指数或为素数或为 4,

　　 ( 2)若 G非超可解 ,则 G有一个同态像与 S4同

构 .

　　本文首先适当修改定理 A中关于|C /K (C )|无

平方因子的条件 ,得到关于群 G可解的一个结果 ,由

此可导出定理 A;其次 ,在群 G可解的情形 ,得出定

理 B一个更一般的推广 .

　　本文所考虑的群均有限 .所用符号和术语同文献

[4].

1　定义和基本结果

　　定义 1　设 M是 G的一个极大子群 .如果存在某

个素数 p以及不等于 1的正整数 n使|G∶M|= p
n ,

就称 M是 G的一个 p
c
-极大子群 .

　　 显然 , pc-极大子群是一个特殊的合数指数极大

子群 .

　　定义 2　群 X称为群 Y的一个截断 ,如果 X是 Y

的一个子群的同态像 .

　　引理 1
[2 ]
　令 G是一个群 ,N 4 G使得 G /N有唯

一极小正规子群 U /N .令 M是 G的一个极大子群满

足: M包含 N ,但不包含 U.并且令 C是 I (M )的一个

极大元 ,进一步假设 U /N 不是 C /K (C )的截断 ,那

么:

　　 ( 1)N = K (C ) ;

　　 ( 2)C是 UC的极大子群 .
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　　引理 2　设群 G= AB.子群 A, B的 Sylow 2-子

群的阶不超过 2,那么 G是可解的 .

　　证明　与文献 [4]p. 79引理 4. 7的证明类似 .

　　引理 3　 令 D是 G的一个子群 ,|D|2≤ 2且 D

在 G中的指数为素数 ,则 G可解 .

　　证明　令|G∶D|= p( p为素数 ) .易见 P≮D ,

这里 P是 G的 Sylow p-子群 . 由于 |G∶D|与

|G∶ P|互素 .故 G= PD.

　　若 p > 2,则|G|2 = |D|2≤ 2, G为 2-幂零 , G当

然可解 .

　　若 p = 2,则 D 4 G.而 G /D为 p阶循环群 ,D为

2-幂零群 ,故 G可解 .

　　引理 4
[ 4]　设 M是群 G的一个可解极大子群 ,K

是 G的非可解正规子群使得 G= MK ,那么 K ∩ M

≠ 1.

　　引理 5
[5 ]　 若群 G有一个正规循环子群 H使

G /H为超可解 ,则 G亦超可解 .

　　引理 6　设 G为 p
3
阶非交换群 ,G的方次数 exp

(G) = p
2且|K1 (G)|≥ p

2 .那么 G D8 .

　　证明　若 p > 2,直接计算可知方次数为 p
2的

p
3阶群其 p阶元的个数为 p

2 -1.矛盾于 |K1 (G)|≥

p
2 .故 p = 2,而 G Q8或 D8 .又 |K1 (D8 )|= 5而

|K1 (Q8 )|= 1.故 G D8.

2　主要结果

　　定理 1　令 G是一个群 .假设对于 G的每个有合

数指数的极大子群 M , I (M )包含一个极大元 C使得

C /K (C )超可解 ,|C /K (C )|2≤ 2,并且 G= CM .那

么 G是可解的 .

　　证明　反证法　设 G非可解 .选取 G的正规子

群 N使得 G /N非可解 ,并且 N有尽可能大的阶 .那么

G /N有唯一的一个极小正规子群 U /N并且 U /N不

可解 .记 G
-= G /N ,U- = U /N .令 q为|U-|的最大素因

子 , Q-∈ Sylq (U- ) .那么 Q
-在 U

-中非正规 ,从而存在 G

的极大子群 H使得 NG- (Q-) H- , 由 Frat tini论断可

推得 H
- ≯ U

- . 根据文献 [4] , p. 59, 引理 1. 11知

|G-∶ H
-|是合数 .从而 H在 G中有合数指数 , H≥ N

但 H≯ U.依定理假设条件 , I ( H )包含一个极大元 C

使得 C /K (C )超可解 .C /K (C )的 Sylow 2-子群的阶

不超过 2,并且 G = CH. 显然 ,U /N 不是可解群

C /K (C )的同态像 .由引理 1,N = K (C )且 C是 UC

的极大子群 .现记 E = UC , T = U∩ C.那么 C /N是

E /N的一个可解极大子群 ,U /N是 E /N的非可解正

规子群且 E /N = (C /N ) (U /N ) .依引理 4有 T /N >

1.又由于 C /N超可解 ,从而 T /N作为 C /N的子群亦

超可解 .设 p是|T /N|的最大素因子 , P∈ Sylp ( T ) .

那么 ,PN /N是 T /N的非单位正规 Sylow p -子群 .

由 PN /N char T /N 4 G /N 可得 PN 4 C即 C≤

NG (PN ) .现在由于 U /N是 G /N的唯一极小正规子

群且 U /N不可解 ,所以 PN /N是 U /N的真子群 ,并

且 F (U /N ) = 1.若 Co reG /N ( NG (PN ) /N )≠ 1,那么

U /N≤ Co reG /N (N G (PN ) /N )≤ NG ( PN ) /N ,即 U≤

NG (PN ) ,这蕴含 PN /N 4 U /N .进一步可得 PN /N

≤ F(U /N ) = 1.矛盾 .因此 , CoreG /N (N G( PN ) /N ) =

1且 U≮ NG ( PN ) . 现在由 C ≮ H, 我们有 C≤

NG (PN ) ≮ H.记 S为 N G (PN )的任一 G-不变真子

群 ,则 SN /N 4 NG ( PN ) /N ,从而 SN /N = 1.故 S≤

N≤ H , NG (PN )∈ I ( H ) .又 C是 I ( H )的极大元 ,从

而 C= NG ( PN ) .考虑 U到 U /N的自然同态 ,由第一

同 构 定 理 ,L /N 4 U /N 等 价 于 L 4 U, 于 是

NU /N ( PN /N ) = NU ( PN ) /N = T /N .现在可以断言

PN /N∈ Sylp (U /N ) .若否 ,则可在 U /N中选取 p-子

群 P1 /N , 使 |P1 /N∶ PN /N| = p ,P1 /N ≤

NU /N ( PN /N ) = T /N .矛盾于 PN /N∈ Sylp ( T /N ) .

所以 PN /N是 U /N的 Sylow p-子群 . 由 Frattini推

理 得 G /N = NG /N ( PN /N ) (U /N ) , 从 而 G =

NG (PN )U = UC ,即 C为 G的极大子群 . 由假设

|C /K (C )|2≤ 2及引理 3可知 C /N在 G /N中有合数

指数 ,从而 I (C )有一个极大元 C1使得 G= C1C且

|C1 /K (C1 )|2≤ 2.再次利用引理 1,N = K (C1 ) .最

后 ,由 G /N = (C1 /N ) (C /N )及引理 2得 G /N可解 .

矛盾 .

　　众所周知 ,阶无平方因子的群是超可解的 .根据

定理 1,在定理 A的条件下 ,可得 G是可解的 .假如 G

有合数指数极大子群 M ,则由 G= CM知|G∶M|整

除|C /K (C )|,从而|G∶M|无平方因子 .又 G可解 ,

|G∶M|应为素数的方幂 .故|G∶M|是一个素数 .

矛盾 .从而 G中不存在合数指数极大子群 M , G为超

可解 .此即定理 A的结论 .

　　定理 2　设 G是可解群 .假如 G非超可解 ,而对

于|G|的任意一个素因子 p和每个 p
c-极大子群 M ,

I (M )包含一个极大元 C使得 C /K (C )循环 ,其阶大

于或等于|G∶M|, 那么 G /K (C ) S4 .

　　证明　按假设 , G非超可解 .选取 G的正规子群

N使得 G /N非超可解 ,并且 N有尽可能大的阶 .如果

G /N有两个不同的极小正规子群 U1 /N和 U2 /N ,那

么由于 G /N = (G /N ) / (U1 /N ) ∩ (U2 /N )同构于

(G /N ) /(U1 /N )× (G /N ) / (U2 /N )的一个子群 ,而

且由 N的选择 (G /N ) / (Ui /N ) G /Ui ( i = 1, 2)是超

可解的。从而 G /N亦然 .矛盾 .因此可以假设 G /N有
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唯一的极小正规子群 ,记为 U /N .当然 ,由于 G可解 ,

主因子 U /N是初等交换 p-群 , p为某个素数 .若 U /N

循环 ,则因 G /N /U /N G /U超可解 ,由引理 5, G /N

亦超可解 .矛盾 .故 U /N是非循环的初等交换 p-群 .

若 H(G /N ) ≠ 1, 则 U /N ≤ H(G /N ) , 此 时

G /N /H(G /N )超可解 , G亦然 .矛盾 .从而 H(G /N )

= 1.即 G /N中存在不包含 U /N的极大子群 M /N使

G= UM , U∩ M = N .此时|G /M|= |U /N|,M是

一个 p
c -极大子群 .

　　现在可以假设 M是 G的任一个 p
c-极大子群能

使 M包含 N而不包含 U.由定理假设 , I (M )包含一

个极大元 C使得 C /K (C )循环 .而 U /N非循环 ,故

U /N不是 C /K (C )的截断 ,应用引理 1, N = K (C )且

C是 UC的极大子群 .同时 ,|C /N|≥|G∶M|,故

|C|≥|U|.现证 C4 UC .若否 ,则 UC /N不是一个 p-

群 , 从而 C /N 也不可能为 p-群 . 因此 ,|C /N|≠

|U∶N|,|C|> |U|.令 B是 C在 UC中的一个共轭 ,

且 B≠ C.显然 ,|BC|≤|UC|,|B∩ C|> |U∩ C|.

由此得 B∩ C≮ U. (否则 ,B∩ C≤ U∩ C ,矛盾 ) .由

文献 [6 ]p. 34定理知 ,CG /N (U /N ) = U /N .令 X /N =

CG /N (B∩ C /N ) ,则 U≮ X .从而 CoreG /N ( X /N ) = 1.

然而由于 B /N和 C /N均为交换群 ,故 X包含 B和 C.

因此 X≮M .设 S是 X的任意一个 G-不变真子群 .则

SN /N≤ CoreG /N (X /N ) = 1. S≤ N≤ M .按定义 ,X

∈ I (M ) .利用 C的极大性得 B≤ X = C.与 B的选取

矛盾 .这证明了 C4 UC.证明过程同时表明: UC /N是

一个 p-群 .考虑到 C /N是 UC /N的极大子群 ,从而

|U∶U∩ C|= |UC∶C|= |UC /N∶C /N|= p ,并

且 U∩ C> N .记 T = U∩ C ,则 T /N > 1.因为 T /N

是 C /N的子群 ,故 T /N循环 .又 T /N是 U /N的子

群 ,而 U /N是初等交换 p-群 .可见 T /N是 p阶循环

群 .从而 U /N是 p
2
阶初等交换 p-群 .

　　最后 ,由于|C|≥|U|.故 U是 UC的真子群 .由

p-群的性质 ,我们可以选取子群 V /N使 U /N≤ V /N

≤ UC /N并且|V /N∶U /N|= p.从而 V /N是 p
3阶

群 .又由 UC = VC得 V∩ C> T ,V∩ C /N作为 C /N

的子群是循环的 ,于是 V /N是方次数为 p
2
的 p

3
阶

群 .另一方面 , MU= G= MV ,|M∩ V /N|= |V /U|

= p.因此 V∩ M /N是 V /N但不是 U /N的 p阶子

群 ,从而 V /N的 p阶元至少有 p
2
个 .由引理 6知 p =

2 并 且 V /N  D8 . 现 在 (G /N ) /(U /N ) =

(G /N ) /CG /N (U /N )同构于 Aut (U /N )的一个子群 .

而|Aut (U /N )|= |GL ( 2, 2)|= 6,易见|G /N|=

24, 又 U /N 是 G /N 的 4 阶 子 群 且 U /N =

CG /N (U /N ) .由文献 [5]p. 414引理 2知 G /N S4 .

　　由定理 2的证明过程我们不难发现如下结论:

　　 定理 3　群 G是超可解的如果对于 G的每个合

数指数极大子群 M , I (M )有一个极大元 C使得

C /K (C )为奇阶循环 , 其阶大于或等于|G∶M|.
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