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摘要　以 d( g)表示亚纯函数 g (z )的增长级 ;λ( g ) ,λ(
1
g

)分别表示 g ( z )的零点、极点序列收敛指数 ;λ-(g ) ,

λ-(
1
g

)分别表示 g (z )的不同零点、极点序列收敛指数 .定理 1　设 B j ( z ) ( j = 0, 1,… ,k - 1; k≥ 1)和 F (z )为

亚纯函数且满足d(F) > max
j= 0, 1,… ,k- 1

{d(B j ) } ,又设 f (z )为 f (k ) + Bk- 1 ( z ) f (k- 1) + … + Bo(z ) f = F( z )的一个亚

纯函数解 .则: ( a) 若d( f ) > d(F) ,则 , max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = d( f ). ( b)若d(F )为有穷非正整数 ,则 , max {λ-( f ) ,

λ-(
1
f

) } ≥ max {λ-(F ) ,λ-(
1
F

) } .定理 2　设 R (z ) , Q(z )为非零亚纯函数 ,且满足 max {d(BO ) ,… ,d(Bk- 1 ) ,d(Q) ,

λ-(R) } < d( Y ).又设 f ( z )为 f (k ) + Bk- 1 (z ) f (k- 1) + … + Bo( z ) f = R (z )+ Q( z )≡ Y ( z )的亚纯函数解 ,则: ( a )

若d( Y ) < ∞ ,则 , max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) }≥ max {λ( Y ) ,λ(
1
Y

) } . ( b)若d( Y ) = ∞ .则 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = ∞ .

关键词　线性微分方程　亚纯解　零点收敛指数　极点收敛指数

Abstract　　 Suppose, d(g ) i s the o rder o f g row th o f merom orphic function g (z ) ;λ( g ) ,λ(
1
g

)

are zero-exponent and pole-exponent of converg ence o f g (z ) , respectiv ely; λ-(g ) ,λ-(
1
g

) are dif-

ferent zero-exponent and pole-exponent of convergence of g (z ) , respectiv ely. Theorem 1　 Sup-

pose B j (z ) ( j = 0, 1,… ,k - 1; k≥ 1) andF (z ) are meromo rphic functions, and satisfyd(F ) >

max
j= 0, 1,… , k- 1

{d(B j ) } , and suppose f (z ) is a meromo rphic solution of f (k ) + Bk - 1 (z ) f ( k- 1) + … +

Bo(z ) f = F (z ) . Then: ( a) i fd( f ) > d(F ) , then, m ax {λ-( f ) ,λ-( 1
f

) } = d( f ) . ( b) ifd( F ) i s fi-

nite non-po sitiv e integ er, then, max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) }≥ max {λ-(F ) ,λ-(
1
F

) } . Theorem 2　 Suppose

R (z ) , Q(z ) a re non-zero meromorphic so lutions, and satisfy max {d(BO ) ,… ,d(Bk- 1 ) ,d(Q) ,

λ-(R ) } < d( Y ) , and suppo se f (z ) i s meromo rphic solution of f
(k )

+ Bk - 1 (z ) f
(k - 1)

+ … +

Bo(z ) f = R (z ) + Q (z ) ≡ Y (z ) . Then: ( a) i f d(Y ) < ∞ , then, m ax {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } ≥

max {λ(Y ) ,λ(
1
Y

) } . ( b) ifd( Y ) = ∞ , then, max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = ∞ .

Key words　 linear di fferential equation, meromorphic so lution, zero-exponent of converg ence,

po le-exponent of converg ence

　　我们所考虑的系数为解析函数的线性微分方程

解在复域中的振荡性 ,实际上是解的零点和极点的分

布问题
[9 ]

.自 1982年以来 ,利用值分布论来研究线性

微分方程解的复振荡已变成了一个活跃的领域 .非齐

次线性微分方程解的复振荡的研究是其中一个重要

的方面 . 对于系数为整函数的情形 ,已经取得了不少

精确的且富有启发性的结果
[2～ 4, 6, 7 ]

.对于系数为有理

函数的情形 , 也取得了一些精确的结果
[5 ]

. 至于系数

为一般亚纯函数时 ,有关这方面进一步的结果尚未多
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见 . 本文主要对这种情形进行了研究 , 以d( g )表示

亚纯函数 g (z )的增长级 ;λ(g ) ,λ(
1
g

)分别表示 g (z )

的零点、极点序列收敛指数 ;λ-( g ) ,λ-( 1
g

)分别表示

g (z )的不同零点、极点序列收敛指数 .同时 ,文中所

涉及的亚纯函数的基本定理和标准记号均来自文献

[8] ,并且 E ,E1均表示测度为有穷的 r值集 .

1　主要结果

　　考虑

　　 f
(k) + Bk - 1 (z ) f (k - 1) + … + Bo(z ) f

　　 = F (z ) ( 1)

其中 B j (z ) ( j = 0, 1,… ,k - 1; k≥ 1)和 F (z )为亚

纯函数 .

定理 1　设 B j (z ) ( j = 0, 1,… ,k - 1; k≥ 1)和

F (z )为亚纯函数且满足d(F ) > max
j= 0, 1,… ,k- 1

{d( B j ) }.

又设 f (z )为 ( 1)式的一个亚纯函数解 .则

(a )若d( f ) > d( F ) ,则

　　m ax {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = d( f ) .

　　 ( b)若d(F )为有穷非正整数 ,则

　　m ax {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) }≥ m ax {λ-( F ) ,λ-(
1
F

) }.

置　　F (z ) = R (z ) + Q (z )≡ Y (z ) ,

其中 R (z ) , Q(z )均为非零亚纯函数 .则 ( 1)变为

　　 f
(k) + Bk - 1 (z ) f (k - 1) + … + Bo(z ) f

　　 = R (z ) + Q (z )≡ Y (z ) ( 2)

　　定理 2　设 R(z ) ,Q (z )为非零亚纯函数 ,且满

足 max {d(BO ) ,… ,d( Bk- 1 ) ,d(Q ) ,λ-(R ) } <d( Y ) .又

设 f (z )为 ( 2)式的亚纯函数解 .则

(a )若d(Y ) <∞ .则

　　m ax {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) }≥ m ax {λ( Y ) ,λ(
1
Y

) }.

　　 ( b)若d(Y ) = ∞ .则 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = ∞ .

2　有关引理

　　引理 1　设 B j (z ) ( j = 0, 1,… ,k - 1; k≥ 1)和

F (z )如定理 1所设 .又设 f (z )为 ( 1)式的一个有穷

级亚纯解 .则

　　m ax {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } ,d( BO ) ,… ,d(Bk- 1 ) }

　　≥ max {λ-( F ) ,λ-(
1
F

) }.

　　证明　由 ( 1)式得

　　 f /F = ( f
( k)

/f + Bk - 1 (z ) f
(k - 1)

/ f + ,… ,

+ BO )
- 1

应用 Nevanlinna理论于上式得到以下二式 .

　　m ( r , f )≤ m (r , f ) + O {N- (r , f ) + N
- ( r ,

1
f

) }

+ 
k - 1

j= 0
T (r , B j ) + S(r , f ) ;

　　 T (r ,F ) ≤ T (r , f ) + O{N- (r , f ) + N
- (r ,

1
f

) }

+ 
k- 1

j= 0
T (r ,B j ) + S (r , f ) .

把以上二式相加 ,则得到

　　 N ( r , F )≤ O {N- (r , f ) + N
- (r ,

1
f

)

+ 
k - 1

j= 0
T (r , B j ) + logr } .

因此 ,有

　　 max {λ-( f ) ,λ-( 1
f

) ,d(BO ) ,… ,d( Bk- 1 ) }

　　≥ λ(
1
F

) .

　　另一方面 ,由 ( 1)式得

　　 f
( k) /f + Bk - 1 f

(k- 1) /f + ,… , + BO = F /f ( 3)

应用 Nevanlinna理论于 ( 3)式得到

　　m ( r ,
1
f

)≤ m (r ,
1
F

)

+ 
k- 1

j= 0
T (r ,B j ) + S (r , f ) ;

　　 T (r , 1
F

)≤ T (r , 1
f

) + O {N- (r , f ) + N- (r , 1
f

) }

+ 
k- 1

j= 0
T (r ,B j ) + S (r , f ) .

把以上二式相加 ,易得

　　 N ( r ,
1
F

)≤ O {N- (r , f ) + N
- (r ,

1
f

)

+ 
k- 1

j= 0
T (r ,B j ) + logr} .

于是得到

　　 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } ,d(BO ) ,… ,d(Bk ) }

　　≥ λ(F ) .

　　这就完成了引理 1的证明 .

　　引理 2　设 f (z )为有穷级亚纯函数 .若d( f )为

非正整数 ,则

　　d( f ) = max {λ( f ) ,λ(
1
f

) }

　　证明　据文献 [8 ]中的定理 1. 9, f (z )可写为

　　 f (z ) = Z
p Π1 (z )
Π2 (z )

e
P(z ) ,

其中Π1 (z ) ,Π2 (z )分别为由 f (z )的非零零点列和极

点列所形成的典型乘积 , p≥ 0为整数 , P (z )为多项

式且其次数 degP (z )≥ 0.因为λ( f ) = λ(Π1 ) ,λ1
f

=

λ(Π2 ) , d(Πj ) = λ(Πj ) ( j = 1, 2) . 故d(Πj )≤d( f ) .

( j = 1, 2) .又

　　 T (r ,eP )≤ T (r , f ) + 
2

j= 1
T (r ,Πj ) + O ( logr ) .

因为d( f )是非正整数.故d( f ) > d(e
P

) = degP .另外
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　　 T (r , f ) ≤
2

j= 1
T (r ,Πj ) + T (r ,e

P
) + O ( logr ) .

综上所述 ,即证明了引理 2.

　　 类似于文献 [10]中的定理 2. 2的证明方法 ,易

证得

　　 引理 3　 设 f (z ) 为非常数亚纯函数 ,a1 (z ) ,

a2 (z )为二判别亚纯函数且满足 max {d(a1 ) ,d(a2 ) }

< d( f ) ,则

　　 T (r , f ) ≤ N
- ( r , f ) + O {

2

j= 1
[N- (r ,

1
f - aj

)

+ T (r ,a j ) ] } + S (r , f ) .

　　引理 4
[1 ]　若 F (r )和 G(r )为 ( 0,∞ )上的非减

函数且满足 F (r )≤ G(r ) , r E ,其中 E至多为一个

测度为有穷的 r值集 .则对于任意常数T> 1,存在 r 0

> 0使得当 r > r0时有 F (r )≤ G(Tr ) .

3　定理 1的证明

　　 (a )对 ( 3)式应用 Nevanlinna理论得

　　 T (r , f ) ≤ O {T (r , F ) + N
- (r , f ) + N

- (r ,
1
f

)

+ 
k - 1

j= 0
T (r , B j ) } , r E ( 4)

据引理 4并注意到 λ-( f ) ≤ d( f ) ,λ-(
1
f

) ≤ d( f )及

d( F) > m ax
j= 0, 1,… ,k- 1

{d(B j ) } ,即可证得定理 1(a ) .

　　 ( b)若 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = ∞ .则结论显然成

立 .若 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } <∞ ,则由 ( 4)式易知d( f )

< ∞ .再由引理 1知

　　m ax {d(BO ) ,… ,d( Bk- 1 ) ,λ-( f ) ,λ-(
1
f

) }

　　≥ max {λ( F ) ,λ( 1
F

) }.

据引理 2,易证得定理 1(b) .

　　定理 1证明完毕 .

4　定理 2的证明

　　 (a )若d( f ) = ∞ .则类似定理 1(a )的证明 ,由

( 2)式得

　　 T (r , f ) ≤ O {T (r , Y ) + N
- (r , f ) + N

- (r ,
1
f

)

+ 
k - 1

j= 0
T (r , B j ) } , r E ( 5)

据引理 4,可由 ( 5)式推出

　　m ax {λ-( f ) ,λ-( 1
f

) } = ∞ > d( Y )

　　≥ max {λ(Y ) ,λ(
1
Y

) } .

　　若d( f ) <∞ .由引理 1有

　　 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) ,d(BO ) ,… ,d( Bk- 1 ) }

　　≥ max {λ-(Y ) ,λ-(
1
Y

) }.

置 a1 (z )≡ Q(z ) ,a2 (z )≡ 0.则由引理 3有

　　 T (r ,Y )≤ N
- (r ,Y ) + O {N- ( r ,

1
Y

) + N
- (r ,

1
R

)

+ T (r ,Q ) } + S(r , Y ) .

于是不难推出

　　 max {λ( Y ) ,λ( 1
Y

) } = d( Y ) .

故命题成立 .

　　 ( b)类似于引理 1的证明 ,由 ( 2)式可推出

　　 max {N (r , Y ) ,N (r ,
1
Y

) }

　　≤ O{N- (r , f ) + N
- (r ,

1
f

) + 
k - 1

j= 0
T (r , B j )

+ logr T (r , f ) } , r E ( 6)

　　我们断定

　　 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } = ∞ .

否则 , 假设 max {λ-( f ) ,λ-(
1
f

) } < ∞ . 置 a1 (z ) ≡

Q(z ) ,a2 (z )≡ 0.由引理 3可得

　　 T (r ,Y )≤ O {N- (r , Y ) + N
- ( r ,

Y
) + N

- (r ,
1
R

)

+ T (r ,Q ) } , r E ( 7)

由 ( 5) , ( 6) , ( 7)式得

　 T (r , f )≤ O {N- (r ,
1
R

) + N
- (r , f ) + N

- (r ,
1
f

)

+ 
k- 1

j= 0
T (r ,B j ) + T (r ,Q) } , r E1∪

E.

据引理 4,由上式可推出

　　d( f ) <∞ .

　　现在 ,应用 Nevanlinna理论于 ( 2)式可得

　　 T (r ,Y )≤ O { T (r , f ) + 
k - 1

j= 0
T (r , B j ) + logr } .

由此推出

　　d(Y ) <∞ .

矛盾于题设 .

定理 2证明完毕 .
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Sepharose 6B亲和层析柱 ,结果显示纯化效果二者相

差不大。白桂木、 红桂木与木菠萝同属桂木属 , 红细

胞的凝集作用都受 GalN Ac和 Gal抑制 ,我们用 Gal-

Sepharose 6B分离纯化白桂木和红桂木 , 结果也较

好。因此 Ga l-Sepharo se 6B是一种分离纯化 GalN Ac

和 Gal糖特异性凝集素较好的一种亲和吸附剂。

Ahm ed等
[3 ]报道 Jacalin分子量为 42 000,由 4个相同

的分子量为 11 400的亚基组成的四聚体。而 Au-

couturier等
[4 ]
报道 Jacalin分子量为 54 000, 由 3个分

子量为 12 000的亚基和 1个分子量为 15 000的亚基组

成的四聚体。我们的结果与前者有一定差异 , 而

和 Aucouterier报道的相似。这种差异可能是由于木

菠萝产地不同 ,品种差异致使凝集素的组成有差异之

故。PAGE显示纯化的凝集素主要为一区带 , 但等电

聚焦电泳 Jacalin确实出现 6条区带 , 显示出不均一

性。可能的原因是: 其一 , 该凝集素由两种不同的亚

基构成 ,在组成四聚体时可能有多种组合 ,但由于亚

基分子量相差不大 ,从总的分子量反映不出它们的差

异 ; 其二 , 可能存在同工凝集素。故在 PAGE上还不

能显示但在分辩率高的等电聚焦电泳就显示出来了。

氨基酸组分分析表明 Jacalin不含 M et, Cys含量极

低 , SDS-PAGE中 ,加或不加巯基乙醇均可使凝集素

亚基解离 , 这表明各亚基之间以非共价键结合的。

凝集素在临床医学上有很大应用潜力。通过对木

菠萝凝集素纯化及性质的研究 ,可为对其作进一步研

究提供基础资料。
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