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关于 Diophantine方程 Sx (n)= Sy ( 3)*

On the Diophantine Equation Sx (n)= Sy ( 3)
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摘要　设 Sm (n)是第 m个 n角数 ,给出当 n - 2为平方数时方程 Sx (n ) = Sy ( 3)的全部解的通式 ,并证明当 n -

2为非平方数时该方程有无穷多组正整数解 .
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Abstract　 Let Sm (n) denote the m -th n -gonal number. In this paper, the whole positiv e integer

solutions of the Diophantine equation Sx (n) = Sy ( 3) are given whenn > 6 andn - 2is a square. We

prove that if n - 2 isn 't a square, then the equation has infinitely many positive integer solutions.
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　 　 设 N 为 正 整 数 集 , 对 于 m ,n ∈ N ,

Subramaniam
[1, 2 ]称正整数 Sm (n ) = [2m + (n -

2)m (m - 1) ]为第 m个 n角数 .显然 ,当 n = 3时 ,

Sm (n )即为通常的三角数 ,当 n = 4时 , Sm (n)即为平

方数 ,当 n > 3时 , Sm (n)统称为多角数 .

　　 1995年 , Di Porto和 Fi lippont[3 ]讨论了含有多角

数的 Diophantine方程

　　Sx (n ) = Sy ( 3) ,x , y∈ N . ( 1)

　　他们证明:当 n = 4, 5, 6, 7时 ,方程 ( 1)皆有解 ;

当 n > 6且 n - 2为平方数时 ,方程 ( 1)仅有有限多组

解 ( x , y ) .而文献 [4～ 7 ]讨论 n - 2为平方数时及 n

- 2为非平方数时的一些特殊情形 ,但文献 [4, 6, 7 ]

中的结论均是不正确的 .

　　本文讨论方程 ( 1) ,给出当 n - 2为平方数时方

程 ( 1)的全部解的通式 ,并证明当 n - 2为非平方数

时该方程有无穷多组正整数解 .

　　定理 1　当 n-2是平方数时 ,令 n = t
2+ 2,且 d|

t
4 - 5t2+ 4, d∈ N ,则方程 ( 1)的所有解为 ( x ,y ) =

(
t
2 + 2d - 5

4d
+

( d - 2) 2

4dt
2 ,

|t4 - 5t2 + 4 - d
2|- 2dt

4dt
) ,且 x , y∈ N .

　　证明　设 n - 2= t
2
,由方程 ( 1)可得 ,

　　
1
2 [2x+ (n - 2) x (x - 1) ] =

1
2 [2y+ y ( y -

1) ] , ( 2)

即 ( 2t2x - t
2+ 2) 2 - t

2 ( 2y+ 1) 2 = t
4 - 5t2 + 4,

( 3)

设 t
4 - 5t2 + 4的正因子为 d ,则由 ( 3)可得

　　 2t
2
x - t

2
+ 2+ t ( 2y+ 1) = d , 2t

2
x - t

2
+ 2-

t ( 2y+ 1) ] =
t
4
- 5t

2
+ 4

d
, ( 4)

于是从 ( 4)式即可得定理 1.证毕 .

　　由于对每个 n, t
4
- 5t

2
+ 4的正因子 d的个数是

有限的 ,因此此时方程 ( 1)仅有有限个解 .在定理 1中

令 d = t
2
+ 3t+ 2,或在 2 t时 ,令 d = 2,则可得

　　推论 1　方程 ( 1)必定有解 (x , y ) = ( 1, 1) ;而当

n - 2是平方数时 ,若 2 t ,则方程 ( 1)必有解 ( x ,y ) =

(
t
2 - 1
8

,
t
3 - 5t - 4

8
) .

　　由定理 1还可得

　　 推论 2　当 n - 2是平方数且 6 < n < 100时 ,

方程 ( 1)除开平凡解 (x , y ) = ( 1, 1)外 ,仅有其它解

(n ,x ,y ) = ( 27, 3, 12) , ( 51, 6, 38) , ( 66, 2, 11) , ( 83,

10, 85) .

　　推论 1与推论 2说明文献 [4, 6, 7 ]中的定理 1是

错误的 .

　　定理 2　当 n - 2为非平方数时 ,方程 ( 1)有无

穷多组正整数解 .
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　　D
+

V ( t )≤- Um (∑
n+ m

i= 1

|evi ( t) - 1|) .

　　因此 ,根据文献 [6 ] ,我们知道系统 ( 1)的k周期

解 Z
* ( t )是全局吸引的 .

　　下证k周期解是唯一的 . 设

　　Z-( t ) = (x-1 ( t ) ,… ,x-n ( t ) ,x-n+ 1 ( t ) ,… ,x-n+ m ( t ) )

是系统 ( 1)的另一周期解 ,由上述证明过程可知:

　　|x-1 ( t ) - x
*
1 ( t )|+ … + |x-n ( t ) - x

*
n ( t )|+

…|x-n+ 1 ( t ) - x
*
n+ 1 ( t )|+ … + |x-n+ m ( t ) - x

*
n+ m ( t )|

→ 0. ( t→+ ∞ ) ,

　　从而 x
-
1 ( t ) = x

*
1 ( t ) ,… ,x-n ( t ) = x

*
n ( t ) , x-n+ 1 ( t )

= x
*
n+ 1 ( t ) ,… , x-n+ m ( t ) = x

*
n+ m ( t ) . 定理得证 .
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　　证明　当 n - 2为非平方数时 ,设 n - 2= D ,

由 ( 2)式得 ,

　　 ( 2Dx - D+ 2)
2
- D ( 2y+ 1) 2= D

2
- 5D+

4, ( 5)

　　设 Pell方程

　　u
2 - Dv

2 = 1 ( 6)

的基本解为 u1 + v1 D ,则对于任意 k ,满足 u+ v

D = (u1+ v1 D )
2k
的 (u ,v )也是 ( 6)的解 ,且适

合
[5, 6 ]

　　u≡ 1( mod 2D ) , 2|v. ( 7)

　　又设 x 1 , x2满足

　　 x1 + x 2 D = (D+ 2+ 3 D ) (u+ v D ) ,

( 8)

则有

　　 x1 = (D+ 2)u+ 3Dv , x2 = 3u+ (D+ 2)v ,

( 9)

于是令 2Dx - D+ 2= (D+ 2)u+ 3Dv , 2y+ 1=

3u+ (D+ 2)v ,则

　　 x =
D (u+ 1) + 2(u - 1)

2D
+

3v
2
, y =

(D+ 2)v
2 +

3u - 1
2 , ( 10)

由 ( 7)、 ( 10)式可直接验证 , ( 10)式是方程 ( 5)即方程

( 1)的无穷多组正整数解 .证毕 .

　　定理 2完全解决了当 n - 2为非平方数时该方程

的解的情况 ,而文献 [4, 6, 7]中的 ( 18)式中的 x不能

保证为正整数 ,因此其证明也是错误的 .
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