
2000-08-10收稿 , 2000-12-06修回。

* 广西自然科学基金资助项目 (桂科青 9912008)。

广西科学 Guangxi Sciences 2001, 8 ( 2): 81～ 83

下鞅差序列的几乎处处收敛性*

Almost Sure Convergence Properties of
Submartingale Difference Random Sequences

吴群英

W u Qunying

(桂林工学院基础部　桂林市建干路 12号　 541004)

( Dept. of Basic Sci. , Guilin Institute of Technolog y, 12 Jianganlu, Guilin, Guangxi , 541004, China)

摘要　通过讨论下鞅差序列的广义 Jamison型加权和的几乎处处收敛性 , 获得了比独立情形还强的 Jamison定

理和 M arcinkiewic z强大数律 , 推广和改进了这两个定理 .
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Abstract　 The almost sure converg ence properties of general Jamison w eighted sum s of submartin-

gale difference random sequencesis w as discussed. The results obtained are bet ter than those of the

independent case, ex tend and im prove the famous Jamison theorem and M arcinkiewicz st rong law

of large number.
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1　定义与引理

定义 1　 称概率空间 (K,F , P)上的适可测函

数列 {Xn ,F n ,n≥ 1}为下鞅差序列 ,若对 n≥ 1,

E (Xn+ 1|F n )有定义 ,并且 E( Xn+ 1|F n )≥ 0, a. s. . ;

称 {Xn ,F n ,n≥ 1} 为下鞅序列 , 若对  n≥ 1,

E (Xn+ 1|F n )有定义 , 并且

E (Xn+ 1|F n )≥ Xn , a. s. .

下鞅差概念是一个相当一般的概念 , 事实上 ,正

随机变量列是下鞅差序列 ,期望非负的独立随机变量

列也是下鞅差序列 , 即下鞅差序列是一类非常广泛

的随机变量列 , 对其进行研究是很有价值的 , 有关

它的收敛性质 , Doob
[ 1]
及 Chow

[2, 3 ]
等对其进行了研

究 , 获得了一些十分完美的结果 , 如 Doob的下鞅基

本收敛定理等 ; 但有关它的加权和的收敛性还未见

文献报告 , 文献 [4 ]把独立情形加权和的某些收敛性

质推广到混合情形 , 因此本人推断下鞅差序列的加

权和也应具有某种收敛性质 . 本文讨论了下鞅差序

列的广义 Jamison型加权和的几乎处处收敛性 , 获得

了比独立情形更完美的结果 , 推广和改进了 Jamison

定理和 M arcinkiewicz强大数律 .

Jamison定理 [5 ]　 设 {Xn }是 i. i. d. (独立同分

布 )列 , {ai }是正数列 , 满足条件 E|X 1|<∞ , EX1 =

0, An  ∑
n

i= 1
ai↑∞ ,n→∞ , N (n ) = # {i: Aia

- 1
i ≤ n}

= O (n) ,n≥ 1, 则

Tn A
- 1
n ∑

n

i= 1
aiX i→ 0, a. s.n→∞ .

Marcinkiewicz定理
[ 6]
　 设 {X i } 是 i. i. d. 列 ,

E|X 1|r <∞ , 0 < r < 2,且当 1≤ r < 2时 , EX 1 = 0,

则　
Sn
n

1 /r→ 0, a. s. .

本文不但把 Jamison定理的期望为零的独立情形

推广到下鞅差序列 ,并把 N (n) = O(n) ,E|X 1| <∞

推广到更一般的情况 N (n) = O ( f (n ) ) , Ef (|X 1|) <

∞ , 以及把 {Ai }推广到一般数列 , 即不要求 An =

∑
n

i= 1

ai , 而且作为定理的特例还获得比期望为零的独

立情形更完美的 Marcinkiewicz强大数律 .

为行文方便 , 本文一律以 C记与 n无关的正常

数 , “ ” 表示通常的大 “O” , Sn = ∑
n

i= 1

X i , N (n )  

# {i: Aia
- 1
i ≤ n }.

引理 1

( i) {Xn ,F n ,n≥ 1}是下鞅差序列当且仅当 {Sn ,
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F n ,n≥ 1}是下鞅序列 ;

( ii)设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是下鞅差序列 ,a是正实

数 , 则 {aXn ,F n ,n≥ 1}仍是下鞅差序列 ;

( iii)设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是下鞅差序列 , gn (x )是

连续非降凸函数 ,且 gn ( 0) = 0,则 {gn (Xn ) ,F n ,n≥

1}仍是下鞅差序列 .

证明　 ( i)和 ( ii)是周知的结果 ,下证 ( iii) , 由

Jensen不等式及引理 ( iii)的条件得

E (gn+ 1 ( Xn+ 1 )|F n )≥ gn+ 1 ( E( Xn+ 1|F n ) )≥

gn+ 1 ( 0) = 0,

故 {gn (Xn ) ,F n ,n≥ 1}仍是下鞅差序列 .

引理 2
[ 7]　设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是下鞅差序列 ,且

满足

∑
∞

i= 1
E|X i|p < ∞ , 0 < p≤ 2,

则∑
∞

i= 1

X i　 a. s. 收敛 .

定义 2　设函数 l (x ) > 0(x > 0) ,若存在 x 0 >

0及常数 C > 0, 使得任意 t≥ x≥ x 0 , 恒有 l ( t )≥

Cl (x ) ,则称 l ( x )为拟单调上升的 , 若 l ( t )≤ Cl (x ) ,

则称 l (x )为拟单调下降的 .

引理 3　设 h (x ) > 0为慢变函数 , 则对 W>

0,x
W
h (x )为拟单调上升函数 ,x

-W
h (x )为拟单调下降

函数 .

证明　由慢变函数的性质有

lim
k→∞

sup
2
k≤ x≤ 2

k+ 1

h (x )

h ( 2
k
)

= 1, lim
k→∞

inf
2
k≤ x≤ 2

k+ 1

h( x )

h( 2
k
)

= 1.

所以 N 0 , 使当 k≥ N 0时 ,有

sup
2
k≤ x≤ 2

k+ 1

h (x )

h ( 2
k
)
≤ 2

W
, inf

2
k≤ x≤ 2

k+ 1

h (x )

h( 2
k
)
≥ 2

-W
. ( 1)

对 t≥ x≥ 2
N

0 , 取 N 2≥ N 1≥ N 0 , 使得

2
N

1≤ x≤ 2
N

1
+ 1

, 2
N

2≤ t≤ 2
N

2
+ 1

. ( 2)

由 ( 1)、 ( 2)式得

t
W
h( t )≥ t

W
inf

2
N 2≤ t≤ 2

N
2
+ 1

h ( t )

h ( 2
N

2 )
h ( 2

N
2 )≥

t
W

2
-W
h ( 2

N
2 ) ≥ t

W
2

-W
inf

2
N

2
- 1
≤ t≤ 2

N2

h ( t )
h ( 2

N
2
- 1

)
h ( 2

N
2
- 1

) ≥

t
W

2
- 2W

h ( 2
N

2
- 1

)≥… ≥ t
W

2
-W( N

2
- N

1
+ 1)

h ( 2
N

1 ) . ( 3)

因为

h (x )

h( 2
N

1 )
≤ sup

2
N1≤ x≤ 2

N
1
+ 1

h (x )

h ( 2
N

1 )
≤ 2

W
,

所以　h ( 2
N

1 )≥ 2
-W
h (x ) , ( 4)

且　 x
W
≤ 2W( N

1
+ 1) =

2
W( N

1
+ 1)

2
WN

2
2
WN

2≤ 2W( N
1
- N

2
+ 1)

t
W

, ( 5)

把 ( 4)、 ( 5)式代入 ( 3)式得

t
W
h( t )≥ x

W
2

-W(N
1
- N

2
+ 1)

2
-W( N

2
- N

1
+ 2)

h (x ) =

2
- 3W

x
W
h (x ) .

故 x
W
h (x )为拟单调上升函数 ;

同理可证: t
-W
h ( t )≤ 2

3W
x

-W
h (x ) ,即 x

-W
h ( x )为

拟单调下降函数 .

2　主要结果及其证明

定理　 设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是同分布下鞅差序

列 , {ai }为正数列 , 0 < An↑∞ ,h ( x ) > 0为慢变函

数 , f ( x ) x
r
h (|x|) , 0 < r < 2,

E ( f (|X1|) ) < ∞ , ( 6)

N (n ) f (n) ,n≥ 1, ( 7)

则　 Tn  A
- 1
n ∑

n

i= 1
aiX i→ 0, a. s. . ( 8)

在定理中取 An = ∑
n

i= 1
ai , r = 1,h( x ) = 1,定理即

为下鞅差序列的一般 Jamison定理 ,即有

推论 1　设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是同分布下鞅差序

列 , {ai } 是正数列 , 满足条件 E|X 1| < ∞ , An  

∑
n

i= 1
ai↑∞ ,n→∞ , N (n ) = # {i: Aia

- 1
i ≤ n} = O (n ) ,

n≥ 1,则

Tn A
- 1
n ∑

n

i= 1

aiX i→ 0, a. s.n→∞ .

在定理中取 ai = 1, Ai = i
1 /r

,h (x ) = 1,则 N (n)

= n
r
满足定理条件 ( 7) , 故有:

推论 2　设 {Xn ,F n ,n≥ 1}是同分布下鞅差序

列 , E|X 1|
r

<∞ , 0 < r < 2,则 .

Sn

n
1 /r→ 0, a. s. .

由于期望为零的独立随机序列是下鞅差序列 ,

所以本文定理推 广和改进了 Jamison定理和

Marcinkiewicz强大数律 .

定理的证明

设 N ( 0) = 0,bi Aia
- 1
i ,由 ( 7)式得 bi→∞ , i→

∞ , 如不然 , 则有无穷多个 i ,及某个 n0使 bi≤ n0 , 由

( 7)式得 N (n0 ) = ∞ f (n0 ) ,这是不可能的 ,因此 ,

bi→∞ , i→∞ .

记　Yi = - bi I ( X
i

<- b
i
) + X i I (|X

i
|≤b

i
) + bi I (X

i
> b

i
) ,

则有

Tn = A
- 1
n ∑

n

i= 1

ai (X i - Yi ) + A
- 1
n ∑

n

i= 1

aiYi I1 +

I2 . ( 9)

由 ( 6)及 ( 7)式得 .

∑
∞

i= 1

P( X i≠ Yi ) = ∑
∞

i= 1

P(|X i|≥ bi ) =

∑
∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

P (|X i|≥ bi > j - 1) = ∑
∞

j= 1
( N ( j ) - N ( j
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- 1) ) P (|X 1|≥ j - 1) = ∑
∞

j= 1

N ( j ) P ( j≤|X 1| <

j + 1) ∑
∞

j= 1

j
r
h ( j ) P( j≤|X 1|< j + 1) 

∑
∞

j= 1
E|X 1|

r

h (|X i|)P ( j≤|X 1|< j + 1) 

E|X i|
r
h (|X i|) = E ( f (|X 1|) ) < ∞ .

由 Borel-Cantelli引理得 　P (X i≠ Yi , a. o. ) = 0,

故　 I1 = A
- 1
n ∑

n

i= 1

ai (X i - Yi )→ a. s. ; ( 10)

所以要证 ( 8)式 , 只需证明　 I2 = A
- 1
n ∑

n

i= 1
aiYi→ 0,

a. s. . ( 11)

因为 0 < An↑∞ ,由 Kronercker引理 , 只需证明

∑
∞

i= 1

A
- 1
i aiYi　 a. s.收敛 ,

因为 ai A
- 1
i > 0,bi > 0及 g i ( x ) = - bi I( x < - b

i
) +

x I (|x|≤ b
i
) + bi I ( x> b

i
)满足引理 1的条件 ( iii) , 由引理 1

的 ( ii )及 ( iii)知 {A
- 1
i ai Yi ,F i , i≥ 1}仍然是下鞅差序

列 ,故在引理 2中取 p = 2得只需证明

　　∑
∞

i= 1
E( A

- 1
i aiYi )

2
< ∞ . ( 12)

因为∑
∞

i= 1
E( A

- 1
i aiYi )

2
=∑

∞

i= 1
A

- 2
i a

2
i EY

2
i =∑

∞

j= 1
∑

j- 1 <b
i
≤ j

A
- 2
i a

2
i

EY
2
i ∑

∞

j= 1
∑

j - 1 <b
i
≤ j

b
- 2
i [b

2
i P (|X i|≥ bi )+ EX

2
i I (|X

i
|<b

i
≤ j ) ]

 ∑
∞

j= 2
(N ( j ) - N ( j - 1) ) [P (|X1|> j - 1)+ ( j -

1) - 2
EX

2
1I (|X

1
|≤ j ) ] H1+ H2 . ( 13)

由引理 3知 f (x )拟单调上升 , 由 ( 6)及 ( 7)式 ,

H1 = ∑
∞

j= 2
N ( j )P (|X 1|> j - 1) -

∑
∞

j= 2

N ( j ) P(|X 1|> j ) = ∑
∞

j= 2

N ( j ) [P (|X 1|> j - 1)

- P (|X 1|> j ) ] ∑
∞

j= 2

j
r
h ( j )P ( j≤|X 1|< j + 1)

 ∑
∞

j= 2
E|X 1|

r
h ( j )P ( j≤|X1|< j+ 1)

 E (|X1|
r
h(|X 1|) ) = E ( f (|X 1|) ) <∞ , ( 14)

H2 = ∑
∞

j= 2
(N ( j ) - N ( j - 1) ) ( j -

1)
- 2∑

j

k= 1
EX

2
1I ( k- 1 <|X

1
|≤ k) = ∑

∞

k= 2
∑
∞

j= k

(N ( j ) - N ( j -

1) ) ( j - 1) - 2
EX

2
1I (k - 1 <|X

1
|≤ k) = ∑

∞

k= 2
∑
∞

j= k

N ( j ) ( ( j -

1)
- 2

- j
- 2

) EX
2
1I (k- 1 <|X

1
|≤k )  ∑

∞

k= 2
∑
∞

j= k

j
r
h ( j ) ( ( j -

1)- 2 - j
- 2

) EX
2
1I ( k- 1 <|X

1
|≤ k)  

∑
∞

k= 2
∑
∞

j= k

j
r- 3

h( j ) EX
2
1 I (k- 1 <|X

1
|≤ k) , ( 15)

因为 r < 2,取 0 <W< 2 - r ,有 r+ W- 2 < 0, 且

由 x
-W
h ( x )及 x

r- 2
h (x )拟单调下降得

∑
∞

j= k

j
r- 3

h ( j ) = ∑
∞

j= k

j
r- 3+ W

j
-W
h ( j ) 

k
-W
h (k )∑

∞

j= k

j
r- 3+ W

 k
-W
h (k )∑

∞

j= k

j
r+ W- 3

 

k
-W
h (k )∫

∞

k

x
r+ W- 3

dx = k
-W
h (k ) 1

r+ W- 2
x
r+ W- 2
|
∞
k =

k
-W
h (k )

1
- r - W+ 2

k
r+ W- 2

 k
r- 2

h (k ) ,

把上式代入 ( 15)式 ,且注意到 x
r- 2

h (x )拟单调下降

得

H2 ∑
∞

k= 2

k
r- 2

h (k ) E|X1|
r
|X 1|

2- r
I (k- 1 <|X

1
|≤ k)  

∑
∞

k= 2

E(|X 1|
r- 2

h (|X 1|)|X 1|r|X 1|
2- r

) I (k- 1 <|X
1
|≤ k)  

E|X 1|
r
h (|X 1|) = Ef (|X 1|) < ∞ . ( 16)

综合 ( 13)、 ( 14)、 ( 16) 式得 ( 12) 式成立 . 证毕 .
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