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摘!要#讨论了一类带局部化非线性反应项的扩散方 程 组 的 爆 破 估 计 问 题#在 一 些 合 理 的 假 设 条 件 下$对 于 初 值

问题$得到了解的爆破条件和爆破速率%对于相应的第 一 初 边 值 问 题$不 仅 建 立 了 解 的 爆 破 估 计$而 且 还 获 得 了 边

界层估计#
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)!引!言

考虑如下的非线性抛物方程组
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这 里%,"(,!,#!"($为非负常数"%(’""(!’""%(
’%!-!并且(!’((-!"&"%.$("是./0123连

续函数&
!!$式描述了某些动力系统发生在某一点或特

定曲线上的物理现象&例如"结构缺陷对催化表面所

造成的影响可以模拟为类似的数学模型’!(&许多学

者研究了如下形式的单个方程

!"#!!$/!!!&"!"$""$$"!!&""$&"*!""+$"

!!&""$#!"!&$"!!!!!!&&) "
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当"#.0 时"对于初值问题!($"如果初值!" )1

’"时"456167等人证明了它的解必在有限时刻爆

破’((#如果!")"且!"*""89:;02<给出了该问题

的解完全爆破的结论"并获得了一致爆破速率’)(&当

"为.0 中的具有光滑边界的有界区域时"对于!($
式相应的第一初边值问题"许多学者对解的爆破性

质进行了深入 的 研 究’(2&("并 得 到 了 一 些 很 好 的 结

果"如89:;02<在文献’)(和文献’%(中"不仅建立

了爆破速率"而且还讨论了它们的边界层情况&而对

于方程组的 情 形"=6>?讨 论 了 正 解 的 有 限 时 刻 爆

破问题"得到了该问题解在有限时刻爆破的充分条

件’+(&最近"=6>?就!!$式中&"!"$恒为"中的一个

固定点&"""为.0 中的具有光滑边界的有界区域的

情形"讨论了解的一致爆破模式’@(&然而"据我们所

知"对于&"%.$("是 ./0123连续函数的情形"其

解的一致爆破估计与边界层至今尚未得到相应的结

果&

我们受文献’)(和’@(的启发"并将其方法进行

改进"研究了!!$式对应的初值问题和初 边 值 问 题

解的爆破估计与边界层&当"#.0 时"在初始条件

!!&""$#!"!&$"’!&""$#’"!&$"&&.0)
!)$

!)$式问题中"假设!"!&$和’"!&$都是非负连续的

有界函数&我们给出了问题!!$和!)$解的爆破条件

和爆破速率&

当"为.0 中的具有光滑边界的有界区域时"在

初边值条件

!#""’#""!&&+"""’""
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!#$

!#$式问题中"!"!&$和’"!&$都是,"上的连续非负

函数且在边界+"上为"&对于问题!!$和!#$"我们

也建立了解的爆破条件"并给出了边界层估计&由此

推广了文献’)(和’@(的结果&

在本文中"我们为了叙述方便起见"在不致引起

混淆的情况下"用1表示常数"令
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!! 初值问题的一致爆破估计

使用文献’’(中的方法"容易得到问题!!$式和

!)$式非负解的局部存在性"而且当!!"!&$"’"!&$$

- !"""$时"存在+"& !""+$"使得对任意的!&""$

&.0 *!+""+$有!!!&""$"’!&""$$’"&定义

!!"$#.
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其 中"1"#0!"0B$0’"0B"并假定&"%.$(.0

是./0123连续函数&由于
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!!&""$#"1!"!&$1/!!&""$"

’!&""$#"1’"!&$1/’!&""$)
根据极大值原理"只要问题!!$和!)$的解存在"必

有!1!1/!和’1’1/’"且!!"$1!!&"!"$""$1
/!!"$和’!"$1’!&"!"$""$1/’!"$&

为了得到初值问题!!$和!)$解的爆破估计"引
入下列引理%

引理!! 存在常数1,!,#!"("")"#$"满足
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!!证明!下面给出第一个不等式的证明"其余不

等式可类似证明&令
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因为!"#!%!!&"!"$""$’(!!&"!"$""$)!%!’(! 且’"#
/’"1/!%(/’(( #!!$1"$%(!’$1"$(("注意到!和’都

是关于"的不减函数"因此容易得到

45!"$#,1!%(-%!!"-’(!-((’"),1!%(’(!
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!!$1"
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因此"对任意的"& !+""+$可得4!"$)"成立&即

’(!-(($! 11!!%(
-%!$! 成立&引理!得证&

现在讨论问题!!$和!)$解的爆破条件&
定理!! 如果!"!&$"’"!&$"都是 非 负 有 界 的

且不恒为"的连续函数"那么初值问题!!$和!)$的

解!!"’$一定在有限时刻爆破&
证明 ! 由引理!"有!")!%!’(! )

1!
!%((!-%!(($%!$(!$+!(!-(($!$"从而!-#$!!-!+#$")1""&

!+""+$&将此不等式两边同时在’+"""(上积分"有

#!!-!+#!+"$-!-!+#!"$$)1!"-+"$
于是
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令+" #+"$#!-!+#!+"$+1 "则 有 0D7
"(+"-"
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B&所以!在有限时刻爆破&根据引理!知"’也在有

限时刻爆破&而!1!和’1’"故问题!!$和!)$的

解!!"’$一定在有限时刻爆破&定理!得证&
下面假定!!"’$在有限时刻爆破"且用+" 表示

它的最大存在时间&
引理(! 存在常数1,!,#%"&"+"@$"满足

1%!+" -"$-# 1!11&!+" -"$-#"!"(+"-$"
!+$

1+!+" -"$-$ 1’11@!+" -"$-$"!"(+"-$"
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!! 证明 ! 从定理!的证明"我们有!-#$!!-!+#$"
)1""&!+""+"$"将不等式两边同时在’""+"$积

分"得

#!-!+#!"$)#!!-!+#!"$-!-!+#!+"$$)1!+" -"$
因此"!!"$11!+" -"$-#)另一方面"由引理!"有

!"#/!"1/!%!/’(! #
!!$1"$%!!’$1"$(! 1

1!
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即!-#$!!-!+#$" 11 "!"(+"-$&由 此 容 易 得 到

!!"$)1%!+" -"$-#"!"(+"-$&即!+$式得证"同
理可证!@$式&

由于!!"’$1 !!"’$1 !/!"/’$1 !!$1""’$
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1"$"利用引理("我们容易得到问题!!$和!)$解的

爆破速率&
定理(!设!!"’$是问题!!$和!)$的一个古典

解"那么存在常数1,!,#’"!""!!"!($"满足

1’!+" -"$-# 1!11!"!+" -"$-#"

&&.0""(+"-"

1!!!+" -"$-$ 1’11!(!+" -"$-$"
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(! 第一初边值问题的爆破估计

现在进一步假定%!$(!’!"%($((’!&利用

859:0123不动点定理可以证明初边值问题!!$式和

!#$式在"*!""+$上存在古典解!!"’$&当+2$
B" 容 易 发 现 0D7

"(+"
76C,"!!&""$ #$ B"

0D7
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76C,"’!&""$#$B &

定理D! 设&"%.$("是 ./0123连续函数"%
&1!,"$"%6+"#""%)""%-""!"#&%"’"#’%"
!&"’’"$"则存在正数&!%$’""当&"’’&!%$时"
初边值 问 题!!$和!#$解!!"’$在 有 限 时 刻+" 爆

破&
证明 ! 设函数7!"$满足0D7

"(+"
7!"$#$B"构造

变量分 离 形 式 下 的 解!7!"$8!&$"7!"$8!&$$"证 明

类似于文献’%("这里从略&
假设问题!!$和!#$的解 在有限时刻+" 爆破"

并令
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若0D7"(+"8!!"$+8(!"$#!"则记为8! (8(!"(
+"$&为了给出问题!!$和!#$的解!!"’$的爆破估

计&类似于文献’%(的方法"可以得到如下的引理&
引理D! 设!!"’$是问题!!$和!#$在"*!""

+"$内的古典解"则
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在"的某个紧子集上一致成立&
定理E! 设!!"’$是问题!!$和!#$在"*!""

+"$内的古典解"则
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$
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在"的某个紧子集上也一致成立&
证明 ! 因为&" 是 ./0123连续函数"且当"&

’""+"$"存在"的某个紧子集;"有&" &;"因此

根据引理)"有
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D! 第一初边值问题的边界层估计

问题!!$和!#$的 解!!"’$在 全 空 间 区 域"爆

破"而!!"’$在"的边界+"却为"&因此有必要讨论

边界层情况&令<!&$#1DE<!&"+"$&使用与文献’)(
类似的方法"可以得到如下引理&

引理E! 设!!"’$是问题!!$和!#$在"*!""

+"$内的古典解"则对任意的正数=’""总存在常

数1!#)1!)’""1!&)1!%’"和""&!""+"$使

得 对于满足<!&$1= +" -! "的所有!&""$&"*
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利用引理#"容易证明如下定理&
定理F! 设!!"’$是问题!!$和!#$在"*!""

+"$内的古典解"则对任意的正数=’""总存在常

数1!@)1!+’""1(")1!’’"和""&!""+"$使

得 对于满足<!&$1= +" -! "的所有!&""$&"*
’"""+"$"都有
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