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摘 要: 利 用 Riccati 技 巧 以 及 积 分 平 均 技 巧 得 到 判 别 二 阶 微 分 方 程 ( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  

P( t) f(:( t) ) g(:/ ( t) ) = 0 二阶非线性时滞微分方程( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 和

( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( t)  :( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 其中 t } t0 振动的 3 个新的充分性定理 .利用这 3
个新的充分性定理可以简单地判断方程的振动性 .
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Abstract: In this paper We discuss a class of the second order nonlinear dif ferent eguation:
( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( t) ) g(:/ ( t) ) = 0 t } t0 and the second order nonlinear delay
dif ferent eguation: ( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 ( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /
 P( t) f(:( t)  :( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 t } t0. We obtain three neW suf f icient condition by the
Riccati-type transformation and integral technigue. By these oscillation theorems We can simply
estimate the oscillation of the eguation.
KeY Words: dif ferential eguation oscillation Riccati-type transformation

二阶微分方程

( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( t) ) g(:/ ( t) )
= 0 ( 1)
二阶非线性时滞微分方程

( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  
P( t) f(:( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 ( 2)
和

( T( t) /(:( t) ):/ ( t) ) /  P( t) f(:( t)  
:( T( t) ) ) g(:/ ( t) ) = 0 ( 3)
其中 t } t0 
的一个正常解具有任意大的零点 则称这个解是振

动的.如果方程的所有正常解都是振动的 那么称这

个方程是振动的 1I .

近十几年来 微分方程的振动和非振动性引起

了许多学者的兴趣 得到了许多振动准则 当 T( t) =
1 /(:( t) ) = 1 时 在文献 1 2I 中已研究过. 文献

 3I 研究了方程( 1) 的振动性 并给出了一些振动性

准则. 本文则利用 Riccati 变 换 以 及 积 分 平 均 技 巧 
得到方程( 1) ~ ( 3) 振动的几个新的充分条件.在文

献 3I 中不能判断方程是否振动的问 题 而 利 用 我

们的结论则完全可以判断.
我们先作如下定义和假设.
定义 设 D0 = { ( t S) : t > S} t0}  D = { ( t 

S) : t } S} t0}  函数H  (D; ( O O) )  属于函

数族 0  满足:
( i) H( t t) = 0对 t } t0 H( t S) > 0在 D0 上.
( ii) H( t S) 在 D0 上对 S有连续非正的偏导数.
假设

(A1) T( t)   1(    )  其中 =  t0 O)    =
( 0 O) ;



(AZ ) /(I) E C1(R, R) , 并且 /(I) > O, IS O;
且 O < C1  /(I)  C, C, C1 为常数;

(A )  E C( 1, RO) , RO = [O, O) ,  ( t) 不最终

为零;
(A4) f(I) E C(R, R) , If(I) > O, I S O;
(A5) g E C(R, R) , g( J)  m > O, ( J E R) , m

为常数.

1 主要结果

定理 1 假设(A1) ~ (A5) 成立, 且

(A6) f(I) I  k > O, (I S O) , k 为常数.
又设存在函数 h, H E C(D, R) , k E C1( 1, R+ ) 使得

H 属于 0 , 满足

- 8
8s ~(H( t, s) k( s) ) = h( t, s) H( t, s) k( s) , ( t,

s) E DO. ( 4)
若存在 P E C1( 1, R) 使得

lim
t-O

Sup 1
H( t, tO ) 

t

tO
[H( t, s) k( s) Z( s) -

Ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s)  ds = O, ( 5)

其中 a( s) = exp(- Z 
s

P( 6) d6) , Z( s) =

a( s) [mk ( s) + C1T( s) PZ ( s) - C( T( s) P( s) ) /  , 那么方

程( 1) 振动.
证明 若方程( 1) 有一非振动解 I( t) , 则存在

充分大的 TO  tO , 使得对所有 t  TO, I( t) S O. 不妨

设, 对所有 t  TO, I( t) > O(I( t) 最终为负时, 可类

似证之) . 定义

 ( t) = a( t) T( t) /(I( t) ) ( I/ ( t)I( t) + P( t) ) . ( 6)

求导式( 6) , 并且由方程( 1) 及定理条件可得, 对 t  
TO,

 / ( t) = - ZP( t) ( t) -

a( t) ( t) g(I/ ( t) ) f(I( t) )
I( t) + a( t) ( T( t) /(I( t) )  

P( t) ) / - a( t) T( t) /(I( t) ) [  ( t)
a( t) T( t) /(I( t) ) -

P( t)  Z  -  Z( t)
Ca( t) T( t) - ma( t) k ( t) +

Ca( t) ( T( t) P( t) ) / - C1a( t) T( t) PZ ( t) = -  Z( t)
Ca( t) T( t) -

Z( t) . ( 7)
于是由式( 7) 可得对所有 t  TO,

 
t

TO

H( t, s) k( s) Z( s) ds  

- 
t

TO

H( t, s) k( s) / ( s) ds -

 
t

TO

H( t, s) k( s)  Z ( s)
Ca( s) T( s) ds =

H( t, TO) k(TO) (TO) - 
t

TO

[ H( t, s) k( s)~ Ca( s) T( s)  ( s) +

1
Z ~ Ca( s) T( s) h( t, s)  Zds + 

t

TO

ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s) ds,

进而由( ii) 可得对所有 t  TO,

 
t

TO

[H( t, s) k( s) Z( s) - Ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s)  ds  

H( t, TO) k(TO) (TO) - 
t

TO

[ H( t, s) k( s)~ Ca( s) T( s)  ( s) +

1
Z ~ Ca( s) T( s) h( t, s)  Zds H( t, TO) k(TO) (TO)  

H( t, TO) k(TO) I  (TO) I  H( t, tO ) k(TO) I  (TO) I .
于是对 t  TO, 有

 
t

tO
[H( t, s) k( s) Z( s) - Ca( s) T( s)

4 hZ ( t, s)  ds =

 
TO

tO
[H( t, s) k( s) Z( s) - Ca( s) T( s)

4 hZ ( t, s)  ds +

 
t

TO

[H( t, s) k( s) Z( s) - Ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s)  ds  

H( t, tO ) ( 
TO

tO
I k( s) Z( s) I ds + k(TO) I  (TO) I ) .

因此,

lim
t-O

Sup 1
H( t, tO ) 

t

tO
[H( t, s) k( s) Z( s) -

Ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s)  ds   

TO

tO
I k( s) Z( s) I ds +

k(TO) I  (TO) I < O.
这与式( 5) 矛盾. 故定理 1 得证.

作为定理 1 的直接结果, 有 ;
推论 1 若式( 5) 被替换为

lim
t-O

Sup 1
H( t, tO ) 

t

tO
H( t, s) k( s) Z( s) ds = O, ( 8)

lim
t-O

Sup 1
H( t, tO ) 

t

tO
a( s) T( s) hZ ( t, s) ds < O, ( 9)

则方程( 1) 也振动.
定理 2 令 H, h, k 如定理 1 所设, 假设(A1) ~

(A6) 成立, 且

(A7) T E C( 1, R) , T( t)  t, 对 t  tO , lim
t-+ O

T( t)

= + O;
若存在函数 P E C1( 1, R) 及常数 A E ( O, 1) 使

得

lim
t-O

Sup 1
H( t, tO ) 

t

tO
[H( t, s) k( s) Z( s) -

Ca( s) T( s)
4 hZ ( t, s)  ds = O, ( 1O)
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其中 a( s) = exp(- 2 
s

0( o) do) , Z( s) =

a( s) [/mkp( s) T( s)s - c11( s) 02( s) - c( 1( s) 0( s) ) / 1,

那么方程( 2) 振动.
证明 若方程( 2) 有一非振动解,如定理 1,设

存 在 充 分 大 的 TO  tO , 使 得 I( t) > O 对 t  TO,
I( T( t) ) > O,于是由方程( 2) 知,对 t  TO, I~( t) <
O,且易得I/ ( t) > O,因此由文献[41中的引理 2. 1知

对 / E ( O, 1) ,存在 T1  TO 使得

I( T( t) )  / T( t)t I( t) , t  T1. ( 11)

定义w( t) 如式( 6) ,求导式( 6) 并由方程( 2) ,式( 11)
得,对所有 t  T1,

 / ( t)  - 20( t)w( t) - /mka( t) p( t) T( t)t -

ca( t) ( 1( t) 0( t) ) / - a( t) 1( t) l(I( t) )  

( w( t)
a( t) 1( t) l(I( t) ) - 0( t) ) 2  

- w2( t)
ca( t) 1( t) - Z( t) .

类似于定理 1 的证明,定理 2 证毕.
下面考虑方程( 3) 且对 f 作如下假设.
假设

( BO) 若 I与 y 同号,则 f(I, y) 与 I, y 同号且

f(I, y)  f1(I) f2( y) ,其中 f1, f2 满足:
( B1) f1( I) /I  k1 > O, I E R, k1 为常数;
( B2) f2( y)  k2 > O, ( y 9 O) , k2 为常数;
( B3) T E C( 1, R) , lim

t-O
T( t) = O.

定理 3 假设 (A1) ~ (A5) 成立, 且 ( BO) ~
(B3) 成 立, H, h, k 如 定 理 所 设, 若 存 在 函 数 0 E
C1( 1, R) 使得

lim
t-O
Sup 1

H( t, tO ) 
t

tO
H( t, s) k( s) Z( s) -

ca( s) 1( s)
4 h2( t, s) 1ds = O, ( 12)

其中 a( s) = exp(- 2 
s

0( o) do) , Z( s) =

a( s) [mk1k2p( s) - c11( s) 02( s) - c( 1( s) 0( s) ) / 1,那么

方程( 3) 振动.
证明 设 I( t) 为方程( 3) 的一非振动解.不失

一般性,假设对所有 t  TO  tO 有 I( t) > O(I( t) <
O 时的情况类似) ,那么存在T1  TO 使得 I( T( t) ) >
O, I/ ( t) > O,且 I~( t) < O.定义 w( t) 如式( 6) ,求导

式( 6) 并运用方程( 3) 可得

w/ ( t)  - 20( t)w( t) - mk1k2a( t) p( t) -
ca( t) ( 1( t) 0( t) ) / - a( t) 1( t) l(I( t) )  

( w( t)
a( t) 1( t) l(I( t) ) - 0( t) ) 2  - w2( t)

ca( t) 1( t) - Z( t) .

类似于定理 1 的证明,定理 3 证毕.
注  定理 3改进了文献[11的定理 4(若 1( t)

= 1, l(I( t) ) = 1 时) .
通过适当选取 H和 k,根据定理 1 ~ 3,我们可

以给出方程( 1) ~ ( 3) 的一系列具体的振动准则.例

如,可选取 H( t, s) = ( t - s) n-1, ( t, s) E D, k( s) =

s,其中 n > 2是整数,此时 h( t, s) = ( t - s)
n-3
2 s-

1
2 ( ns

- t) ,于是可得如下推论.
推论 2 假设(A1) ~ (A6) 成立,若存在 0 E

C1( 1, R) 使得

lim
t-O
Sup 1

H( t, tO ) 
s

tO
s( t - s) n-1Z( s) -

ca( s) 1( s)
4s ( t - s) n-3( ns - t) 2ds = O,

其中 a( s) = exp(- 2 
s

0( o) do, Z( s) =

a( s) [mkp( s) - c11( s) 02( s) - c( 1( s) 0( s) ) / 1,那么方

程( 1) 振动.
推论 3 假设(A1) ~ (A7) 成立,若 T/ ( t) > O,

且存在 0 E C1( 1, R) 使得

lim
t-O
Sup 1

H( t, tO ) 
t

tO
[s( t - s) n-1Z( s) -

ca( s) 1( s)
4s ( t - s) n-3( ns - t) 21ds = O,

其中 a( s) = exp(- 2k 
s

0( o) do) , Z( s) =

a( s) [/mkp( s) T( s)s - c11( s) 02( s) - c( 1( s) 0( s) ) / 1,

那么方程( 2) 振动.
推论 4 假设(A1) ~ (A5) , ( BO) ~ (B3) 成

立,若存在 0 E C1( 1, R) 使得

lim
t-O
Sup 1

H( t, tO ) 
t

tO
[s( t - s) n-1Z( s) -

ca( s) 1( s)
4s ( t - s) n-3( ns - t) 21ds = O,

其中 a( s) = exp(- 2 
s

0( o) do, Z( s) =

a( s) [mk1k2p( s) - c11( s) 02( s) - c( 1( s) 0( s) ) / 1,那么

方程( 3) 振动.

2 例子

例  从微分方程

[1 - coS
2t

1 - Sin2t ( 1 - I
2( t) ) I/ ( t) 1/ -

9( 4 - 3Sin2t) ( 1 - Sin2t)
( 1 - coS2t) ( 1O - Sin2t) I( t) (

1
9 -

1
1 - I2( t) ) ( 1 - I/

2( t) ) = O, t  1,

可以看出对所有 I, y E R, f(I)I = 1
9 ,  (y) = 1 -
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y2 2 1* 1 S |(:) S 2* 故可知 k = 1
9 * m = 1* 6= 2*

61 = 1.令 0( t) = - 1
t * n = 3* 那么可得 a( t) = t2.

由计算可得

lim
t-O

sup 1t2 
t

1
s3( t - s) 2[( 4 - 3sin2s) ( 1 + sin2s)

( 10 + sin2s) ( 1 + cos2s) -

1 + cos2s
s2( 1 + sin2s) -

6sin2s
s( 1 + sin2s) 2]-

1
2 s
1 + cos2s
1 + sin2s( 3s-

t) 2ds 2 lim
t-O

sup 1
t2 

t

1
[ 211s

3( t - s) 2 - 3
2 s

2( t - s) 2 -

2s( t - s) 2 - s( 3s - t) 2]ds = O.
由推论 2知此方程是振动的 * 实际上:= sint就是一

个这样的解.
注 2 文献[3] 的定理 2 不能判断此方程的振

动性.因为

f / (:) = (:2 - 2) (:2 - 5)
9( 1 + :2) 2 *

f / (:) 与 f / (:) /|(:) 在(- O* + O) 上改变符号 4
次 * 所以其定理 2 中的条件(H3) 不成立.

例 2 微分方程

[ 2 + sin2t
1 + sin22t( 1 + :2( t) ):/ ( t) ]/ +

2( 5 - 2cos2t)
1 + 4cos22t :( t - T) ( 1 + :/ 2( t) ) = 0* t 2 1*

明 显对所有:* y E R* f(:) /:= 1* g( y) = 1+ y2 2
1* 故 m = k = 1* 6 = 2* 61 = 1. 我们可取 0( t) = -
1
t * n = 3* 得 a( t) = t2.通过计算得到

lim
t-O

sup 1
t2 

t

1
s3( t - s) 2 s - T

s [2( 5 - 2cos2s)
1 + 4cos22s -

2 + sin2s
s2( 1 + sin22s) -

2sin2s( 1 + sin22s - 6cos2s + 2cos22s)
s( 1 + sin22s) 2 ] -

1
4 s

2 + sin2s
1 + sin22s( 3s - t) 2ds 2

lim
t-O

sup 1t2 
t

1
[ 65 s

3( t - s) 2 s - T
s - 3s( t - s) 2 - s2( t -

s) 2 - 3
4 s( 3s - t) 2]ds = O.

例 3 从时滞微分方程

[2 + sin2t
1 + cos2t( 1 + cos2t):/ ( t) ]/ +

2 + 4sin2t
( 1 + sin2t) 3:( t) [1 + :2( t + T

2 ) ]
2( 1 + :/ 2( t) ) =

0* t 2 1* 可 以 看 出 f1(:) /:= 1* f2( y) 2 1* 1 S
|(:) S 2* 所以 k1 = k2 = 1* 6= 2* 61 = 1* 那么我们

取 0( t) = - 1
t * n = 3* 得 a( t) = t2.计算可得

lim
t-O

sup 1
t2 

t

1
s3( t - s) 2[ 2 + 3sin2s

( 1 + sin2s) 3 -

2 + sin2s
s2( 1 + cos2s) +

8sin2s
s( 1 + cos2s) 2]-

s
4
2 + sin2s
1 + cos2s( 3s-

t) 2ds 2 lim
t-O

sup 1
t2 

t

1
[ 58 s

3( t - s) 2 - 3s( t - s) 2 -

3s
4 ( 3s - t) 2]ds = O.

由推论 4 知 * 此方程是振动的 * 事实上 := cost
就是一个这样的解.

注 3 文献[1] 的定理 4 不能判断此方程的振

动性.
注 4 若 把 定 理 2 和 定 理 3 中 的 式 ( 10) * 式

( 12)分别用类似于式( 8) * 式( 9)的条件替换 * 则相应

的结论仍成立.
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